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SAYISAL BENZETIM YONTEMI ILE YAGMUR SUYU SEBEKELERININ
DEGERLENDIRILMESI

Sarper Goziitok

Bagkent Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Bilgisayar Mihendisligi Anabilim Dali

Kentsel bir bélgede meydana gelen yagisin olusturdugu akimlarin, yagmur suyu
drenaj sebekesindeki gercek zamanli davraniglan hidrolik benzetim yoluyla
incelenebilmektedir. Bir yagmur suyu drenaj sebekesi kanallarinda meydana gelen
akimin yuksekligi ve hizi, sig su modelleme denklemleri olarak da bilinmekte olan
Saint Venant denklem sistemi ile ifade edilmektedir. Bu tezde, hiperbolik yapidaki
Saint Venant denklemleri, bir sonlu farklar yontemi olan MacCormack yontemine
dayanan algoritma kullanilarak ¢ozulmustir. Yizeyde olusan akimlarin drenaj
sistemine giris noktalari olan bacalarda sureklilik ve enerji denklemleri ayrica
uygulanmamis, bacalardan giren yagmur sularinin dogrudan kanallara gectigi
varsayllmigtir. Sayisal benzetim sirasinda elde edilmis olan sonuclarin girig
verileriyle tutarh olduklari gosterilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Saint Venant denklemleri, yagmur suyu sebekesi,
hidrolik benzetim, sonlu farklar, MacCormack yontemi
Danigman: Dog.Dr. Nizami Gasilov, Baskent Universitesi, Bilgisayar Miihendisligi

Bolumu.



ABSTRACT

EVALUATION OF STORMWATER NETWORKS VIA NUMERICAL SIM ULATION
METHOD

Sarper Gozutok

Bagkent University Institute of Science

Department of Computer Engineering

Stormwater originating from rainfall on an urban area flows in the stormwater
network in a way that can be inspected by real time hydraulic simulation. The flow
height and velocity occuring in the stormwater network’s conduits can be stated by
the Saint Venant equation system aka shallow water equations. In this thesis the
hyperbolic Saint Venant equations are solved by an algorithm based on the
MacCormack scheme which is a finite difference method. In the access holes,
which are taken as the drainage system entrance points for the surface flows,
continuity and energy equations are not applied separately and it is assumed that
rain water entering from the access holes pass directly to the conduits. It has been
shown that, results obtained during the numerical simulation are consistent with

the input data.

Keywords : Saint Venant equations, stormwater network, hydraulic simulation,
finite differences, MacCormack method
Advisor : Assoc. Prof.Dr. Nizami Gasilov, Bagkent University, Department of

Computer Engineering
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1. GIRI

Kentsel Sgeli§im; bina catilari, dogal tas kaplama alanlar, asfalt yollar, araba
parklar gibi gecirimsiz yuzeylerin miktarlarini arttirmaktadir. Tim bu ylzeylere
disen yagmur suyu da c¢ok kisa sirede ylzey akisina gecmektedir. Yagis devam
ettikce ylzey akisi birikerek artarken yagisin siddetine ve yagmur suyu drenaj
sebekesinin  durumuna da bagli olarak bir takim olumsuzluklar meydana
gelmektedir.

Yagmur suyu drenaj sebekelerinin amaci; yagmur sulart bir taskin etkisi
olusturarak trafigi olumsuz etkileyip insan ve yapilara zarar vermeye baglamadan
once yagmur suyunu etkili bir sekilde yer altinda bulunan kanal ya da borulara
almak ve suyu hizli bir sekilde bir desarj noktasina dogru insan ve yapilardan

uzaklastirmaktir.

Tum altyapi tesisleri gibi yagmur suyu sebekelerinin de dikkatli bir sekilde
planlanmasi gerekmektedir. Bir altyapi tesisi esasen st yapilardan 6nce insa edilir
ve ekonomik émri boyunca meydana gelebilecek arizalar haricinde mudahale
gerektirmez. Bir baska deyigsle unutulur ve gorevini yerine getirmeyi
basaramayacag! ana kadar da unutulmus olarak kalir.

Yuksek derecede sehirlesmis ve kalabalik bir insan toplulugu tarafindan
paylasiimakta olan bir bdlgede, heniiz ekonomik dmrini tamamlamadan 6nce
planlama ve tasarim hatalarindan kaynaklanan yetersizliklerden dolayi, rehabilite
edilmeye ya da yenilenmeye calisilan bir alt yapi tesisi icin kurulan santiye ve
devaminda gerceklestirilen insaat isleri gunluk yasanti rutinini olumsuz etkiler.
Gecmiste yapilmis olmasi gereken bir isin yeni bastan yapiliyor olmasi da maddi
anlamda bir kayiptir. Alt yapi tesislerinin pahahl yatirimlar olmasi parasal
anlamdaki bu kaybi kayda deger yapmaktadir.

Yagmur suyu sebekesi gibi altyap! tesislerinin projelendirilmesi igleri yerel
otoriteler ve yetkili kurumlar tarafindan yerine getirilir. Proje anlaminda ihtiyaclarin
fazlaligindan dolayi ise s6z konusu otoriteler yapmakla yikumlia olduklari proje

islerini genellikle proje ve miuteahhitlik firmalarina ihale ederler ve kendileri de



hazirlanan bu projelerin denetim ve onaylama iglerini Ustlenirler. Sosyal ve
ekonomik anlamda 6nemli sonuglar dogurabilecek yagmur suyu sebekelerinin

dogru olarak planlandidi ve tasarlandigindan emin olunmahdir.

Planlama isi daha c¢ok, proje kapsamindaki igin kapasitesinden ¢ok buyuklagu ile
ilgilidir. Ornegin, planlama sirasinda bir bolgede gelecekte niifusun ne kadar
artacagl ve bunun sonucunda sehirlesmis alanlarin ne kadar genisleyebilecegi iyi
tahmin edilmelidir. Bunun sonucunda, yapiimasi gerekli yagmur suyu sebekesinin
ne kadar blyuk olacagina (nerelere kadar ulagacagina) karar verilecektir. Tasarim
ise, planlamasi yapilmis olan yagmur suyu sebekesinin hangi kapasitede olmasi

(boru caplarinin ne kadar biyuk olmasi) gerektigi ile ilgilidir.

Gereksiz derecede buyluk kapasitede ya da yetersiz derecede kicuk kapasitede
inga edilecek bir yagmur suyu sebekesi her iki durumda da para kaybi anlamina
gelmektedir. Her iki durumdan da kacinabilmek icin projesi hazirlanarak yetkKili
otoritenin énine onay icin gelmis olan sebekelerin yeterlilikleri ile ilgili bir denetim

yapilmasi dogru olacaktir.

Onaya sunulmus olan yagmur suyu sebekesi henliz sadece kagit Uzerinde
oldugundan bu sebekenin insa edilmesi planlanan bélgeye diusecek tipik bir yagis
altinda nasil bir davranis sergileyecedi sadece sayisal ortamda modellenerek,
model Uzerinde bir yagis benzetimi yapilarak belirlenebilmektedir. Yagis ile
yerylzine disen yagmur suyunun bir sebeke icerisinde nasil hareket edeceginin
gercek zamanh benzetiminin yapilabilmesi icin sayisal akiskanlar dinamigi

yontemlerinden faydalanmak gerekmektedir.

Sayisal akiskanlar dinamigi, ortaya 1970’lerde c¢ikmistir ve o tarihlerde akimlarin
benzetimini yapmak icin faydalaniimakta olan fizik, nimerik matematik ve belli
Olcide de bilgisayar bilimini ifade eder sekilde anilmaya baglanmistir [18].
Gunumizde ise sayisal akigkanlar dinamigindeki ilerlemeler bilgisayar
teknolojisindeki ilerlemeler ile yakindan iligkilidir. Bilgisayarlar sayesinde
milyonlarca islem gerceklestirilerek su ve gaz gibi akigkanlarin karmasik
davraniglarinin benzetimi yapilabilmektedir. Bununla birlikte ginimuzin en guclu

bilgisayarlariyla bile, elde edilen sonuclar sadece yaklasik sonuclar olabilmektedir.



Bu calismada, verilmis olan bir yagmur suyu sebekesinin yagis altindaki
davranisinin benzetimini yapmak icin sayisal akiskanlar dinamigi alaninda yaygin
olarak kullaniimakta olan MacCormack yodnteminden faydalaniimistir. Klasik
anlamdaki ve gelistiriimis MacCormack yontemleri ile yapiimis olan caligmalar
diger yontemlere gore daha ucuz (kullandiklarn bilgisayar kaynaklari anlaminda)
olmakla birlikte daha pahali olan sofistike yéntemlerle kiyaslandiklarinda oldukca

iyi sonuclar verdikleri gérilmektedir [14].



2. TEORI

2.1 Korunum Kanunlari

Bu tezin kapsaminda olan ve sebeke icerisinde su akimini modellemek icin ihtiyac
duyulan maddenin ve momentumun korunumu gibi kanunlarin fiziksel ilkelerden
nasil ¢iktigini gérmek icin 6rnegin tek boyutlu bir tlp icerisinde hareket eden bir
sivi ele alinabilir. Burada verilmekte olan 6rnek biyuk 6lgiide Leveque [17]'den

alintidir.

Hareket etmekte olan sivinin, tiipin icerisindeki hizi u(x, ) verilmistir ve bu
degiskenin, sadece tip boyunca konum x ve zaman t’ye bagh oldugu kabul
edilmektedir. Akigkanlar dinamigi problemlerinde ¢6zUmin bir parcasi olarak
genellikle akiskanin hareketini yani hizini belirlemek gerekli olmaktadir. Elimizdeki
drnekte ise hizin, zamana ve konuma bagli olarak bilindigi ve akigkan yani sivi
icerisinde bulunan bir kimyasalin yodunlugunun modellenmesi istenilmektedir.
Kimyasal maddenin sivi icerisinde ¢ok az miktarlarda bulundugu ve akiskanin
dinamiklerini etkilemedigi varsayillmaktadir. Burada q(x, t), SIvl icerisinde
bulunmakta olan kimyasalin yogunlugunu vermekte olan fonkisyondur ve

belirlenmesi istenilmektedir.

Yogunluk genellikle birim hacimde kutle olarak oOlgilmektedir ancak yogunluktaki
degisikliklerin sadece x’e bagl olarak gerceklestigi tek boyutlu bir tip akiminda
g’nun birim uzunluktaki kitle miktari olarak dlculdugunt varsaymak daha dogal
olmaktadir (6rnegin gram/metre gibi). Bahsedilen bu yogunluk (g olarak ifade

edilen), U¢ boyutlu yogunluk fonksiyonunun tipin kesit alani ile ¢carpilmasi sonucu

elde edilebilmektedir. Bu durumda;

[ a(x 2.1)



tupln x, ve x, arasindaki kisminda belirli bir zaman olan ¢’de kimyasal maddenin

toplam katlesini vermektedir.

Tupun x,<x <x, ile ifade edilen belli bir kisminda (2.1) ile verilen integralin zaman

PR

icerisinde degistigi dusunulebilir. Eger incelenmekte olan kimyasal madde tipUn
verilen kisminda yok olmuyor ya da var edilemiyorsa o halde tipun x, ile
x,arasinda kalan kisminda kimyasal maddenin toplam kutlesi sadece x, ve
x,'den gerceklesen kimyasal madde pargaciklarinin akimi ile gerceklesebilir.
i =12 icin sabit x, noktasindan gerceklesen kimyasal madde akiminin hizi
(6rnegin gram/saniye cinsinden) F.(¢) olarak tanimlanabilir ve degeri sadece ¢'ye
baglidir. E.(t) i kesitindeki akigkan igerisinde bulunan kimyasal madde akiminin
hizidir, u(x,¢) ise akiskanin hizidir. F.(t) > 0 oldugunda akimin soldan saga,

F(r) < 0 oldugunda ise sagdan sola oldugu kabul edilmektedir. [xl, xz] kismindaki

toplam kitle sadece uc¢ noktalarda meydana gelen akilara bagh olarak

PR

degistiginden asagidaki ifade elde edilebilir:

d X2 — —
ZL] q(x,t)dx = Fi(1) =F,(1). (2.2)

Burada + F,(1) ve - F,(¢) tiipiin x, ile x, arasinda kalan kismi igerisine dogru

olan akimi vermektedir.

(2.2) ile verilen denklem bir korunum yasasinin temel integral formudur. Toplam
kutledeki degisimin hizi sadece u¢ noktalardan meydana gelen akiya baglidir ve
bu durum korunumun temelini olusturmaktadir. Bu asamada aki fonksiyonu olan
F(¢)nin, g(x,7) ile nasil bir iliski icerisinde oldugunun belirlenmesi ¢ icin
¢cOzilebilir bir bagintt elde edilmesini saglayabilecektir. Yukarida anlatildigi

sekildeki bir akiskan akiminda her hangi bir x, noktasinda ¢ anindaki aki basitce

yogunluk ¢(x, £)'nin hiz u(x, ¢) ile garpimina esit olmaktadir ve bu durum asagidaki

sekilde ifade edilmektedir.



F(e) = ulx,. t)alx; 1) (2.3)

Hiz x, noktasindan kimyasal madde pargaciklarinin ne kadar gabuk gectigini

soylemektedir (6rnegin metre/saniye olarak). Yogunluk ¢ ise bir metrelik bir

sivinin ne miktarda kimyasal madde kitlesi tasidigini sdylemektedir (6rnegin
gram/metre olarak). Bu durumda hiz ve yodunlugun carpimi gercekten de bu

noktadan kimyasal madde kutlesinin gecis hizini vermektedir.

u(x,t) bilinen bir fonksiyon oldugundan aki fonksiyonunu asagidaki sekilde

yazmak mumkundur.
Ak = flg, x, 1) = ulx, t)g(x, 1) (2.4)

Hizin x ve t'ye bagh olmaksizin sabit oldugu bir durumda (u(x, z‘) = u,) aki

fonksiyonu icin agapidaki ifade yazilabilir.

Ak = f(g) =uyq (2.5)
Bu durumda her hangi bir nokta ve andaki aki o noktadaki korunan niceligin
degerinden elde edilebilmektedir ve noktanin uzay-zamandaki konumuna bagli

olmamaktadir.

(2.5) ile verilmekte olan ve sadece ¢'nun degerine bagli olan genel bir aki

fonksiyonu f(q) icin korunum yasasi (2.2) asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

d o _ -
ZL q(x,t)dx = f(q(x,,t) = f(q(x,, 1)) (2.6)

Bu denklemin sag tarafi cebirin standart notasyonu kullanilarak yeniden yazilabilir.

[ atx e = ~fq(x.1)

X2
Xy

2.7)



Bu kisa gosterim akinin karmasik bir yapisi oldugu durumlarda faydal olabilecektir

ve aynl zamanda da asagida gerceklestirilen manipulasyonlar sayesinde ¢’nun

diferansiyel formunun elde edilebilmesini saglamaktadir.

Aki fonksiyonu f(q) ornegin (2.5) ile bir kez belirlendikten sonra q igin ¢ozulme
olasiligr olan bir denklem elde edilmis olmaktadir. Bu denklem, geligi giizel x, ve
x, degerlerine bagh her [xl,xz] aralg! icin gecerli olmaldir. Verilmis olan sarti
saglayan bir q(x, t) fonksiyonunun nasil bulanabilecegi ise acik degildir. Bu

problemi dogrudan c¢6zmeye calismak yerine s6z konusu denklem, standart
tekniklerle ¢oOzulebilecek bir kismi turevli diferansiyel denklem haline
dondstarilebilinir.  Bunun  yapilabilmesi icin  asagida veriimekte olan

manipulasyonlarin gecerli olmasini saglayacak sekilde q(x,t) ve f(q)

fonksiyonlarinin  yeterince dizgin (smooth) oldugunun kabul edilmesi

gerekmektedir.

g ve f'nin dizgin fonksiyonlar olduklari varsayildiklar taktirde (2.7) denklemi

asagidaki sekilde yeniden yazilabilmektedir.

d 2 _ X3 5
< Catx s = =["== f(q(x 1)

(2.8)
(2.8) duzenlenirse asagidaki denklem elde edilebilmektedir.
X2 a a —
[|5, ax 0+ fla(x1)jdx =0
* t Ox (2.9)

Bu integralin tim x, ve x, degerleri icin sifira esit olmasi gerektiginden integral

icerisinde kalan ifadedin sifira esit olmasi zorunlu hale gelmektedir. Sonug olarak

asagidaki diferansiyel denklem elde edilebilmektedir.



% a(x.1) + % fla(x.1)) = 0

(2.10)
(2.10) ile veriimekte olan denklem korunum vyasalarinin diferansiyel formu

olmaktadir.

2.2Temel Akl gskanlar Dinami gi Denklemleri

Akigkanlar dinamiginin temel denklemleri, kitle ve enerjinin korunumu ilkeleri ve
Newton’un ikinci yasasindan faydalanilarak turetilmektedir. Bu yapilirken
asagidaki adimlarin izlenmesi gerekmektedir [7]:

1-Fizik kanunlarindan uygun olan temel fiziksel ilkeler secilir:
a) Kutle korunmaktadir
b) F = ma (Newton’un ikinci kanunu)
c) Enerji korunmaktadir
2-Bu fiziksel ilkeler akimin uygun bir modeline uygulanir.
3-Yapillana uygulama sonucunda s6z konusu fiziksel ilkeleri kapsayan

matematiksel denklemler alinir.

Yukarida verilen ikinci maddenin gerceklestirilebilmesi icin akimin uygun bir
modelinin secilmesi gerekmektedir. Kati bir maddeyi gérmek ve tanimlamak
nispeten kolaydir. Ote yandan bir akiskan elle tutulmasi mimkin olmayan
yumusak bir yapidadir. Kati bir madde konum degistirmesine neden olan bir
hareket halindeyken maddenin her bir parcasi ayni hizda hareket etmektedir, bir
akiskan benzer bir hareket halindeyken ise akiskanin her bir noktasinda hiz farkl
olabilmektedir. Bu durumda fiziksel ilkeleri uygulayabilmek icin hareket eden bir
akigkanin nasil ele alinacagina karar vermek gerekmektedir.

Sirekli olan bir akigkanda diferansiyel bir dV' hacmine sahip drnegin kiip sekilli bir
akiskan elemani dusundlebilir. Bu akigkan elemani akiskan icerisinde akmaktadir
ve diferansiyel cebir anlaminda sonsuz kugik olmakla beraber, sirekli bir ortam
olarak dusunulebilmesini sadlayacak kadar da buyuktlr ve icerisinde cok fazla
sayida molekuller barindirmaktadir. S6z konusu akiskan elemani bir hiz vektoru

V ile belirli bir yol izliyor ve bu hiz vektéri de izledigi yolun her noktasindaki akis



hizina esit olabilir. Bu yaklasim sayesinde tum akiskan alani ile ilgilenmek yerine
temel fiziksel ilkeler sadece sonsuz kuguk akigskan elemanina uygulanmaktadir.
Sonu¢ olarak temel denklemler kismi tirevli denklemler biciminde elde edilmis
olmaktadir. Akiskan ile birlikte hareket eden akiskan elemanindan elde edilen s6z
konusu kismi turevli diferansiyel denklemler temel denklemlerin korunumiu

olmayan biciminde olmaktadir.

Devam eden bélimlerde temel akiskanlar dinamigi denklemlerini ¢ikarabilmek icin

oncelikle sureklilik hipotezinden bahsetmek gerekmektedir.

2.2.1 Sureklilik hipotezi

Akigkanlar, molekiler yapilari harici kesme kuvvetlerine kargl hicbir direng
gostermeyen ve en kucuk kuvvetler karsisinda bile kolayca deforme olan
olusumlardir. Fiziksel olarak farkliliklar gosterseler de sivilar da, gazlar da akigkan
olarak tanimlanmaktadir. Bir ucagin etrafinda meydana gelen hava akimi ya da bir
nehirdeki su akintisinin hareketi gibi pratik problemler s6z konusu oldugunda s6z
konusu akiskan (hava ya da su) surekli bir madde gibi kabul edilebilir. Bu kabule
sureklilik hipotezi denilmektedir. Akigkanlarin dinamikleri; katlenin, momentumun
ve enerjinin korunumu olarak adlandirlan klasik fizigin korunum kanunlari
tarafindan yonetilmektedir. Bu kanunlardan kismi turevli diferansiyel denklemler
elde edilmekte ve wuygun kosullar altinda basitlegtiriimektedirler. Korunum
kanunlari geleneksel olarak akigkanin surekli bir ortam oldugu kabull altinda yani
sureklilik hipotezi sayesinde formulize edilebilmektedir. Bu sekilde akiskanin,
yogunluk ve hiz gibi fiziksel 6zellikleri akiskanin kapladigl uzayda zamana dayall
skalar ve vektdr alanlari olarak tarif edilebilirler [16]. Buna gore uzaydaki bir nokta
matematiksel anlamda bir nokta olmaktan ¢ok aslinda kiguk bir akigkan pargasini
ifade etmektedir ve bu akiskan pargasini pek ¢ok molekul meydana getirmektedir.
Boylece akigkan icerisindeki bir nokta molekdler diizeyin tizerinde olmakla beraber
o noktadaki fiziksel Ozellikleri aslinda orada bulunmakta olan molekdller
belirlemektedir. Sireklilik hipotezi sayesinde tek tek molekuller (ya da onlar
meydana getiren daha alt parcaciklar) ile ilgilenmek yerine onlarin ortaklasa

meydana getirdikleri 6zellikler ile ilgileniimektedir.



Akiskanlarin hareketlerini analiz edebilmek agisindan akiskanin sdrekli bir ortam
olarak digtunulmesi gerekli olmaktadir. 1 um ve tzerindeki makroskopik boyutlarda
gerceklesen akiskan akimlarinin analizinde maddenin molekiler yapisi ve
molekiler hareketler g6z ardi edilebilmektedir [8]. Bu durumda akigkanin
davranigi, hiz, basing, yogunluk ve sicaklik gibi makroskopik 6zellikler ve bu
Ozelliklerin uzay ve zaman tirevleri cinsinden ifade edilir. Bu 0zellikler yeterince
blyuk sayidaki molekillerin ortalamasi gibi diastntlebilinir. Boylece bir akigkan
parcacigl ya da akiskan icerisindeki bir nokta, makroskopik 6zellikleri bireysel

molekdller tarafindan etkilenmeyen en kiguk akigkan elemani olmaktadir.

Akigkanlar dinamiginin temel denklemleri elde edilirken hareket eden bir akigkan
elemani modelinden faydalanilacaktir. Bu nedenle hareket eden bir akiskan
elemani ile ilgili 6zelliklerin zamana karsi olan degisim hizini ifade eden buyuk
turevden bahsetmek gerekmektedir. Devam eden bolimler ¢gogunlukla Anderson

[7]'dan alinmistir.

2.2.2 Blyuk turev
Akigkan akimi ile birlikte hareket etmekte olan akigkan elemaninin t¢ boyutlu

kartezyen uzayinda hareket ettigi dusunulebilir. x, y ve z eksenleri boyunca
birim vektorler sirasiyla i, j ve kolarak verilmistir. Bu durumda bu kartezyen
uzayindaki hiz vektor alani asagida ifade ile verilebilmektedir.

V =ui +vj+ wk (2.11)

Hiz vektorindn x, y ve z bilesenleri sirasiyla asagidaki ifadeler ile verilmektedir:

u = u(x, V, Z, t) (2.12a)
y = V(X, v, Z, z‘) (2.12b)
w = w(x, v,z 1) (2.12¢)
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Sayisal yogunluk alani ise asagidaki sekildedir:
p = plx v z1) (2.13)

Bir ¢, aninda (xl, Vi, zl) konumunda akiskan elemaninin yogunlugu:

P = ,O(XI, Vi 215 tl)

Ayni akigkan elemaninin diger bir ¢, ani ve (xz, Vs, zz) konumunda sahip oludugu

yogunluk ise:
P, = /O(xz: Yo 2y, tz)

P = ,O(x, )V, z l‘) oldugundan bu fonksiyon 1 noktasi yakininda Taylor serisi ile
asagidaki sekilde acilabilmektedir.

P =Pyt (a—p)l(xz - x)+ (g—ijl(yz - )

Ox

+ (a—pjl(z2 - z,) + (a—pjl(tz - 1)+

0z ot
(yuksek dereceli terimler) (2.14)

Bu acilimi (t2 - tl)'e bolerek ve yuksek dereceli terimleri ihmal ederek agagidaki

denklem elde edilmektedir.

102_101:(ap) Y 74, 00| ¥, —
t, =t Oox ), t, — t, dy ), t, — ¢

+ (a_pj H T4 + (a_pj
0z ), t, =1 ot ), (2.15)
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Yukaridaki denklemin sol tarafi, akigkan elemani 1 noktasindan 2 noktasina dogru

hareket ederken akigkan elemaninin  yogunlugundak degisim hizinin
ortalamasidir. ¢,’nin f,'e yaklastigi limit degerinde bu terim asagidaki sekli

almaktadir:

h-n o t, =t Dt (2.16)

Burada Dp / Dt, 1 noktasindan gecerken akigkan elemaninin anlik olarak
yogunlugunun zamana gore degisim hizini ifade etmektedir. Tanim olarak D / Dt

semboll buyldk tirev olarak isimlendiriimektedir. (D,O /Dt)l, sabit olan 1
noktasindaki yogunlugun zamana go6re degisim hizini veren (a,o/at)l’den
farklidir. (D,O /Dt)l, hareket ederken akigkan elemaninin 1 noktasindan gecerken
gecirdigi degisiklik ile ilgilidir, (6,0/6t)1 ise sabit 1 noktasinda akim alanindaki
gecici dalgalanmalar sonucunda o noktada meydana gelen yogunluk degisimi ile
ilgilidir. Bu bakimdan bu iki ifade fiziksel ve nimerik olarak farkh buyukluklerdir.
Konumdaki degisimin zamandaki degisime orani ¢, - ¢ limitinde hizi
verdiginden ve x, y ve z yoOnlerindeki hizlar sirasiyla u, v ve w ile ifade
edildiginden (2.15) asagidaki sekilde yeniden yazilabilmektedir.

w— + =
Dt Ox dy 0z ot (2.17)

Yukarida verilmis olan denklem incelendiginde buytk ttirev D / Dt icin kartezyen

koordinatlarinda asagidaki ifadenin yazilabilecegi gérulmektedir.

Dt ot Ox dy 0z (2.18)
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Bununla birlikte kartezyen koordinatlarinda vektoér operatéri [ asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir.

Dsii+ji+ki

0x dy 0z (2.19)

Bu durumda (2.18) ifadesi asagidaki sekilde yazilabilmektedir.

Dt ot (2.20)

Yukaridaki denklem buyik tlrev operatdriini vektdr notasyonunda ifade ettiginden

her koordinat sisteminde gecerli olmaktadir.

Yerel tirev olarak anilan ve sabit bir noktadaki zamana goére degisim hizini veren
0 / 0t ifadesinden farkh olarak D / Dt, hareket eden bir akiskan elemanini takip
ederken meydana gelen zamana gore degisim hizini ifade etmektedir. V [ [J ise
iletimli turev olarak anilmaktadir ve akigkan elemaninin, akim 6zelliklerinin
konumsal olarak farkli oldugu akim alani icerisindeki noktalar arasinda hareket
ederken meydana gelen zamana goére degisim hizini ifade etmektedir. BlyUk tlrev

her tir akim-alani degiskenine (6rnegin basing p icin Dp / Dt, sicaklik T igin

DT / Dt vb.) uygulanabilmektedir. Blyuk tiirev, cebirsel anlamda zamana gére

alinmis toplam tirev (total derivative) d / dt'ye esdegerdir.

2.2.3 Hizin iraksamasinin fiziksel anlami

Hizin iraksamasini ifade eden [ [ V'yi anlamak icin akiskan ile hareket etmekte
olan bir kontrol hacmi dusunulebilinir. S6z konusu kontrol hacmi akim ile birlikte
hareket ederken surekli olarak ayni akigkan parcaciklarindan meydana
gelmektedir. Bu bakimdan kitle sabittir ve zamanla dedismemektedir. Bununla

beraber s6z konusu kontrol hacmi farkh o degerlerinin oldugu akimin farkh

bélgelerine zaman icerisinde hareket ederken hacmi V' ve kontrol yizeyi S
degismektedir. Sabit kitleye sahip olan kontrol hacmi, akimin karekteristiklerin
bagl olarak hacmini surekli olarak azaltmakta ya da arttirmaktadir ve sekli de
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surekli olarak degismektedir. Kontrol hacminin surekli degismekte olan ylzeyi
uzerinde yerel V hizi ile hareket etmekte olan sonsuz kicuk bir ylizey elemani
dS dusindlebilir. 4¢r zaman artigsinda sadece dS 'nin hareketi soncunda kontrol
hacminde meydana gelen hacimdeki degisim AV, dS'nin hareketi sonucunda

meydana gelen ve taban alani dS', yiksekligi (V4¢) [ n olan hayali bir hacme

esit olmaktadir. Burada n, dS yuzeyine dik olan birim vektordir.
AV = [(VAr) [ n)dS = (VAt) [ dS (2.21)

Burada dS, ndS'ye esit olarak tanimlanmaktadir. Zamandaki artis olan At'de tim
kontrol hacminde meydana gelen toplam degisim (2.21) denkleminin tim kontrol
ylizeyi tizerindeki toplamina esit olmaktadir. dS 'nin sifira yaklastigi limit degerinde

s6z konusu toplam asagida verilmekte olan ylzey integrali haline gelmektedir.

VA) OdS
ISI( X (2.22)

Yukaridaki integral 4¢ ile bolunirse sonug DV / Dt ile gbsterilmekte olan kontrol
hacminin zamandaki degisim hizi olmaktadir:

t ijsj(vm) 0dS = jsjv 0dS

(2.23)

Yukaridaki ifadedenin sol tarafi buyuk tirev olarak yazilmigtir. Bunun sebebi
kontrol hacminin akim ile hareket ediyor olmasidir ve buyuk tirev de boylesi
durumlarda meydana gelen zamana goére degisim hizlarini ifade etmektedir. Bu
ifadenin sag tarafina vektor cebirindeki iraksama teoremi uygulandiginda

asagidaki baginti elde edilmektedir.

DV [[] © ovir

Dt v (2.24)
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Bu asamada, hareket etmekte olan kontrol hacminin ¢ekerek esasinda sonsuz
kiicik olarak dusunulebilecek c¢ok kicik bir hacim olan JV 'ye donustigu

varsayilirsa yukaridaki ifade asagidaki hali almaktadir.

D) _ [(f @ ovyar

Dt ¥ (2.25)

O0V'nin ttim JV boyunca sabit bir degere sahip olacak sekilde OV 'nin
yeterince kuclk oldugu dusunuldigiunde yukaridaki integral, JV 'nin sifira
yaklastigl limit degerinde (D [V)éV haline gelmektedir. Boylece yukaridaki

denklemden asagidaki ifade elde edilmektedir.

Do) (O ov)ov
Dt
ya da
o Dt (2.26)

Bu bagintidan gorulmektedir ki hizin wraksamasi [ [V, fiziksel anlam olarak,
hareket etmekte olan bir akiskan elemaninin birim hacim basina hacmindeki

zamana gore degisim hizini ifade etmektedir.

2.2.4 Sureklilik denklemi

Sureklilik denklemini elde edebilmek igin akiskan ile beraber hareket etmekte olan
sonsuz kucuk akigkan elemanina, kitlenin korundugunu séyleyen fizik yasasini
uygulamak gerekmektedir. S6z konusu akiskan elemaninin kitlesi sabittir ancak
akim ile birlikte hareket ederken genelde sekli ve hacmi degisken olabilmektedir.
Elemanin sabit kitlesi ve degisken hacmi sirasiyla dn ve oV ile ifade edilebilir. Bu

durumda,
om = poV (2.27)
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Kitle korunmakta oldugundan akigkan elemani akim ile birlikte hareket ederken
kitlesinin zamana gore degisim hizinin sifir oldugu sdylenilebilmektedir. Buyuk

turevin anlami dikkate alindiginda asagidaki ifade elde edilmektedir.

Dln) _
Dt (2.28)

(2.27) ve (2.28) denklemleri biraraya getirildiginde:

D(pdV) _ 5, Do, ’ pv) _,
Dt Dt Dt
ya da;
Dt oV Dt (2.29)

Yukaridaki denklemde koseli parantezler icerisinde verilmekte olan terim fiziksel

olarak [J [ V'ye esdeg@erdir. Boylelikle (2.29) asagidaki gibi yazilabilmektedir.

% + 00V =0
Dt (2.30)

(2.30) bagintisi, sureklilik denkleminin kismi tirevli diferansiyel denklemi bicimidir.
Sureklilik denkleminin bu bicimde elde edilmis olmasinin sebebi tiretme isleminin
sonsuz kuguk bir akigkan elemanindan faydalanilarak yapilmis olmasidir. Bu
ifadeyi icerisinde buyulk tirev operatdrinin uygulanmadigr bir formda da yazmak
mimkindar. Buydk tlrev operatorinin tanimindan yola c¢ikarak yukarida

verilmekte olan denklem asagidaki sekilde de yazilabilir.

00
—_ L] L1 [ =
o (v 0op) + (b0 OV) = 0 231)
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Bir skalar ile bir vektoriin carpiminin iraksamasi agagidaki sekildedir.

O0(oV) = (e01V) + (V[ Dp) (2.32)

Bu ifadeden faydalanarak (2.31)'i sadelestirirsek;

00
2 +00pv) =0
o (o) (2.33)

2.2.5 Momentum denklemi

Momentum denklemi elde etmek icin uygulanmasi gereken fiziksel ilke F' = ma
olarak ifade edilmekte olan Newton'un ikinci kanunudur. Burada F kuvveti, m
kutleyi, a ise ivmeyi ifade etmektedir. Sekil 2.1’de momentum denkleminin elde

edilmesi icin kullanilacak olan sonsuz kiguk akiskan elemani gosteriimektedir.

Ay
I' Hiz bilesenleri
u
w
2 gy dx dz
g
<« (p +a—pdx) dy dz
D dyd: Ox
———————— < >x
T, dydz <«

(Txx +%dx) dy dz
Ox

(1., +%dz) dx dy
0z

b

Sekil 2.1. Hareket eden sonsuz kicik akigskan elemanina x dogrultusunda etkiyen

kuvvetler

17



Yukaridaki sekilde verilmis olan, hareket eden akigskan elemanina Newton’un ikinci
yasasl uygulandiginda, akigskan elemanina uygulanan net kuvvet, kitlesinin

ivmesine carpimina esit olmaktadir. Bu bir vektorel iligkidir ve x, y ve z

eksenlerinde U¢ adet skalar iligkiye ayrilabilmektedir. Momentum denklemini

ctkarmak icin sadece x bileseni igcin Newton’un ikinici yasasi ele alinabilir.

b= ma, (2.34)

Burada F, ve a, x dogrultusunda kuvvet ve ivmenin skalar bilesenleridir.

Hareket etmekte olan akigkan elemanina x dogrultusunda etkimekte olan F.

kuvvetinin iki kaynagi bulunmaktadir:

1-Govde Kuvvetleri: Bu kuvvetler akiskan elemaninin hacimsel kitlesine belli bir
mesafeden etkimektedir. Bu kuvvetlere ornek olarak yergcekimi kuvveti, elektriksel
ve manyetik kuvvetler verilebilir.

2- Yizey Kuvvetleri: Bu kuvvetler dogrudan akiskan elemaninin yiizeyine etki
etmektedir ve iki adet kaynaktan ortaya ¢ikmaktadirlar. Birincisi, akiskan elemanini
saran disaridaki akiskanin yaratigi ve akigkan elemaninin yiizeyine etkiyen basing
dagiimidir. ikincisi ise yine disaridaki akiskanin surtinme sayesinde akigkan
elemanini gekmesi ve itmesi sonucu ortaya ¢ikan ve akigkan elemaninin ytizeyine

etki eden kesme ve normal gerilim dagihmlaridir.

»
k

(&) (8

Sekil 2.2. Akigkan elemanina etkiyen ylizeysel kuvvetler a) kesme gerilmesi b)

normal gerilme
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Akiskan elemaninin birim kutlesine etkiyen gbévde kuvveti, x bileseni f.  olmak
uzere f ile ifade edilebilir. Akiskan elemaninin hacmi dxdydz ile verilmektedir. Bu
durumda akigkan elemanina x yoninde etkiyen govde kuvveti pof dxdydz

olmaktadir.

Bir akigkan icerisindeki kesme ve normal gerilmeler, akiskan elemaninin zamana
gore deforme olma hizi ile iligkilidir. Sadece xy duzlemi dusunuldiginde 7,, ile
ifade edilen kesme gerilmesi akigkan elemaninin kesme deformasyonunun
zamandaki degisim hizi ile iligkilidir. 7, ile ifade edilen normal gerilme ise akiskan
elemaninin hacminin zamanda degisme hizi ile ilgilidir. Sonu¢ olarak kesme ve
normal gerilmeler akigkan icerisindeki hiz gradyenlerine bagli olmaktadir. Cogu
viskoz akimda normal gerilmeler, kesme gerilmelerinden ¢ok daha kiicik olmakta

ve cogu kez ihmal edilebilmektedir. Normal gerilmeler, 6rnegin bir sok dalga

icerisinde normal hiz gradyenleri cok buytduginde 6nemli hale gelmektedir.

x yobnunde akigkan elemanina etkiyen yuzey kuvvetleri Sekil 2.1.’de

gosterilmektedir. Bu sekilde kullanilan konvansiyona gore 7,., i eksenine dik olan

1,

bir dizlemde ; yonunde etkiyen gerilmeyi ifade etmektedir. abcd yluzinde x
yonundeki tek kuvvet kesme geriimesinden kaynaklanan 7 dxdz'dir. efgh yizi
abcd yuzinden dy kadar bir mesafe yukaridadir, dolayisiyla da efgh yuzinde x
yonundeki kesme kuvveti [Tyx + (aryx /ay)ddexdz’dir. abcd ve efgh yizlerinde

kesme kuvvetleri zit yonlerdedir. u, v ve w hiz bilesenlerindeki pozitif artiglar
eksenlerin pozitif yonlerinde gerceklesmektedir; s6z konusu zit yonler bu
konvansiyon ile tutarlidir. Ornegin efgh yiziunin hemen uzerindeki u hizi
yluzeydeki hizdan daha buydktar, bu da akiskan elemani Uzerinde pozitif x
yoninde bir asilma etkisi olusturmaktadir. Benzer sekilde abcd ylzeyinin hemen
altindaki « hizi yizeydeki » hizindan kuguktir, bu da akigskan elemani tzerinde
negatif x yoninde bir cekme etkisi olugturmaktadir. x eksenine dik olan adhe

yuzeyinde x yonundeki kuvvetler, her zaman akiskan elemaninin igerisine dogru

etkiyen basing kuvveti pdzdy ve negatif x yonindeki T_dzdy kuvvetidir. Burada
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da yukarida bahsedilen durum s6z konusudur ve adhe yuzeyinin hemen solundaki
u hizi yizeydeki u hizindan kicik olugundan viskozitenin etkisinden
kaynaklanan normal gerilme, akiskan elemanini negatif x yontunde ¢cekmek bagka

bir deyisle x yonundeki hareketini yavaslatmak istemektedir. bcgf ylzinde ise
basing kuvveti [p + Op /ax)dx]dydz, akigskan elemaninin icerisine dogru etki
etmektedir ve u hizi begf yizinin hemen saginda lzerinde oldugundan daha
buyuktir ve viskoz normal gerilme akigskan elemanini [Txx + (arxx /ax)dx]dydz ‘ye

esit olan bir kuvvet ile pozitif x yoninde ¢cekmeye calismaktadir.

Yukaridaki tartisma g6z ontnde bulundurularak hareket eden akiskan elemanina

x yoninde etki etmekte olan net ylizey kuvveti icin asagidaki ifade yazilabilir.

x dogrultusundaki net ylizey kuvvet =

[p - (p + a—p]dx}dydz + Krm + &de - Z'xx:|dydz +
Ox Ox (2.35)

o7, or
r ——dy | -7, |\dvdz + || T + —2dz |- 1_ |dxdy
0y . 0z

Akigkan elemanina x yonunde etki etmekte olan toplam net kuvvet, x yoniinde

etkiyen net ylzey kuvveti ile gbvde kuvvetlerinin toplamidir ve asagidaki gibidir.

or
F o= [_ O 4 0Ty | OTn | aarzx }dxdydz + of dxdydz
4

' Ox Ox oy (2.36)

Akiskan elemaninin kiitlesi sabittir ve m = pdxdydz ile ifade edilmektedir. ivmesi

ise sahip oldugu hizin zamanda degisim hizina esittir ve x yonindeki bileseni
u'nun zamandaki degisim hizina esittir. Hareket etmekte olan bir akiskan elemani
ele alindigindan zamana gore dedisim hizi buyuk tirev ile verilmektedir ve
ax = Du / Dt seklindedir.
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(2.36), pdxdydzDu / Dt'ye esit oldugunda Newton’un ikinci kanunu,

dogrultularinda agsagidaki sekillerde yazilabilmektedir.

Du op . 0T or or

7 = - 4 XX 4 yx + EAE
Poor T Tt Ty e T
p&:_a_er ar,, N a7, +6rzy . g

Dt dy 0x dy 0z g

,0M - %, 0. o7, + 9% a.
Dt 0z 0x oy 0z :

X,y vez

(2.37a)

(2.37Db)

(2.37¢)

Yukarida verilmekte olan denklemler x, y ve Zz dogrultularinda kismi ttrevli

diferansiyel denklemler bigcimindeki momentum denklemleridir ve Navier-Stokes

Denklemleri olarak anilmaktadir. Bu denklemler hareket eden sonsuz kuguk bir

akiskan elemani kullanilarak elde edildiklerinden buyldk tlrev operatori

uygulanmig terimler icermektedirler. Blyuk tlrev operatorinin tanimindan

faydalanildiginda x yénindeki momentum denkleminin sol tarafi agsagidaki sekilde

yazilabilir.

Du ou
— = p— + pvV [J
P Dt P ot P !

Asagida verilmekte olan tirev acildiginda;
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Bir skalar ile bir vektoriin carpiminin iraksamasi agagidaki sekildedir.

0 (V) = 0 O(pV) + (oV) 00u (2.40)
Bu ifade farkli yazilirsa,

pV 00u = O D(euV) - w0 O(pV) (2.41)

(2.39) denklemine (2.40) ve (2.41) denklemleri yerlestirilirse;

Du_ dp) 00
P T T ul (e V) + 0 O(ouV)

(2.42)

Yukaridaki denklemde kdseli parantezler arasinda yer alan terim daha 6nce elde
edilmis olan sureklilik denkleminin sol tarafidir ve dolayisiyla da sifira esgittir.
Bdylelikle yukaridaki denklem asagidaki hali almaktadir.

Du _ 0(pu)
P = TH V) (2.43)

Elde edilmis olan bu bagintt ve diger yonlerdeki benzerleri momentum

denklemlerine yerlestirilirse asagidaki denklemler elde edilmektedir.

a(pbl) + D D(pMV) - _a_p + arxx + aTyX + az-zx + g‘x

ot Ox Ox ay oz (244)
d(ov) + D(,OVV) __Op N ar,, N a7, .\ or,, v of

) v oo & (2.45)
a(,OW) + [ D(pWV) = - a_p + 0 sz + 0 Tyz + 0 Tzz + ﬁ‘
" @ & & (2.46)
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Momentum denklemlerinde kesme ve normal gerilme terimleri bulunmaktadir.

Stokes 1945 yilinda kesme ve normal gerilmeleri asagidaki ifadeler ile vermistir.

Ou
r. = A00V)+2u—
" ( )+ 24 Ox (2.47)
r, = A00ov)+ 2,uﬂ
0y (2.48)
_ ow
r. = A(00Ov) + 2u—
0z (2.49)
ov  Ou
r, =T, = —+—}
Ox 0Oy (2.50)
_ _ | Ou Ow}
TXZ - TZX - N N
0z  Ox (2.51)
P =g = ﬂ{a_w . ﬂ}
” . ay 0z (2.52)

Burada molekuler 4 viskozite katsayisi, A de ikinci viskozite katsayisidir. Bu iki

katsayl arasinda A = (— 2/ 3),u gibi bir iligki bulundugu yoninde bir yaklasim

uygulamalarda siklikla kullaniimakla beraber s6z konusu iligki kesin olarak

kanitlanmamistir.

Tek boyutlu bir newton akigkani icin tek boyutlu Navier Stokes Denklemleri

asagidaki gibi vektor (2x1 matris) formunda yazilabilir [10].

ON | 0E
— 4+ — =0
a  ox (2.53a)
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Burada N ve E asagidaki sekillerde verilmektedir.

0
velgle=[ .0 }-[iﬂa_u]
P R ™ (2.53b)

2.2.6 Turblulans modeli ve ortalamali Reynolds Navie  rs Stokes denklemleri

Prensipte zamana dayal (¢ boyutlu Navier-Stokes denklemleri verilen bir
turbulansl akimdaki tum fiziksel olgulari icermektedir. Bunun bu gekilde olmasinin
sebebi turbdlansin bir sureklilik fenomeni olmasidir [6]. Turbulansh bir akimda
gerceklesmekte olan en kucuk oOlgekler bile molekiler dlgekten ¢ok daha buyuk
olmaktadir [4]. Bununla birlikte tlrbulanstaki en kugcik olcekler yine de oldukca
kicuk boyutlu olmaktadir. S6z konusu olcekler en buyik 6lcekteki tirbllanstan
pek ¢cok mertebe daha kiictuk olmaktadir. En buyuk tirbilans 6lgegi ise turbulansh
akimin yakininda gerceklestigi nesnenin boyutu ile ayni mertebede olmaktadir.
Bununla birlikte en kicik turbilans 6lceginin en blyuk 6lcege orani Reynolds
sayisi bouyudikce hizla azalmaktadir. Bu durum, tdrbdlanslhi  bir akimda
gerceklesen tim olaylari modellemenin ¢ok fazla islem gtict gerektirecedi ile ilgili

ipucu vermektedir.

Tarbulans en kicukten en buyuge surekli bir 6lcek spektrumu icermektedir.
Tarbulansi meydana getiren cevrintiler uzayda cakismakta, buyidk olanlar kuguk
olanlari tagimaktadir. Turbilans basamakli bir yapida gerceklesirken buyuk
cevrintiler kinetik enerjilerini kicuk cevrintilere aktarmaktadir. Nihai olarak en
kicuk cevrintiler de molekuler viskozitenin etkisi ile kinetik enerjilerini kaybetmekte
ve bu enerjileri 1siya dontsmektedir. Bu bakimdan turbudlansh akimlar enerijiyi

blyuk dlciide dagitma 6zelligine sahiptirler [6].

Muhendislik acisindan bakildiginda turbulansin enerjiyi yiksek derecede dagitma
Ozelligi, kutle, momentum ve enerji transferine buyidk katki saglamaktadir.
Tarbulansh akimlarda, dizgin ve sakin bir sekilde gerceklesen laminar akimlarda
oldugundan bir kac mertebe daha buylik gerilmelerin olusacagini beklemek yanls

olmayacaktir.
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Navier Stokes denklemlerinin dogrusal olmayan yapisi, farkli dalga boylari ve
dogrultulardaki dalgalanmalar arasinda etkilesimlerin meydana gelmesine sebep
olmaktadir. Bu karmasik durumu sayisal olarak modellemek igin gercekten cok
kicuk boyutlara kadar inmek ve oradan baglayarak t¢ boyutlu olarak ¢ok fazla
sayida iglem yapmak gerekmektedir. Gergekgi problemler igin boylesi dogrudan bir
¢6zimun imkansizhigindan olsa gerek zaman icerisinde Navier Stokes denklemleri
yerine pek cok basitlestirilmis denklem sistemleri gelistirilmistir. Istatistiksel
anlamda bir ortalama alma yaklasimi kullanilarak geligtiriimis olan bir tanesi
Reynolds ortalamali Navier Stokes denklemleridir ve asagida verilmektedir [19].

u, o+ (), + @), + o). = -p, + (), + (e,

+ (), (2.54a)

y

v+ (), + (W), + bw). = —p, + (), + (Wy)y + (), (2.54b)

y

w, * (” )x + (Wv)y + (WW)Z =-p. t (wa)x + (wa) + (VWZ)Z -8 (2.54c)

u, +tv, +w =0 (2.55)

Burada u, v ve w sirasiyla x, y ve z dogrultularindaki hizlari vermektedir. 7,
zaman, p ise basinci yogunluga bélerek elde edilmis olan normalize basinctir. g,

yercekimi ivmesi, V belirli bir tirbidlans modelinden elde edilmis olan cevrinti

viskozitesi katsayisidir.

Yukaridaki bélimlerde temel akigkanlar dinamigi denklemlerini elde etmek icin
kullaniimis sonsuz kucuk akigkan elemani modeli yerine mikroskopik bir yaklagim
uygulamak da mumkin olmaktadir [7]. Bunun sebebi bir akigkanin hareketinin,
aslinda sahip oldugu atom ve molekullerinin ortalama hareketlerrinden
kaynaklaniyor olmasidir. Bu yaklagsima goére doganin temel yasalari dogrudan
atomlara ve molekillere uygulanmakta, uygun sekilde istatistiksel ortalamalar
alinarak akiskanin ozellikleri tanimlanmaktadir. Bu yaklasim kinetik teorinin

alininda yer almaktadir ve bu tezin kapsami digindadir.
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2.3 Si1g Su Modelleme Denklemleri

Akiskan akimini ifade etmek icin gelistirilmis olan bir takim matematiksel modeller
bulunmaktadir. Bunlardan en genel olani, l¢ boyutta viskoz sikigabilir bir
akiskanin davranisini tahmin etmek icin kullaniimakta olan Navier-Stokes
denklemler sistemidir. Pratikte matematiksel bir model olusturulurken eldeki
problemi basitlestirmek icin pek cok kabul yapiimakta ve gerekli fenomeni
aciklayict en temel denklemler elde edilmektedir. Agik kanal akiminda en c¢ok
kullanilmakta olan modeller sig su denklemleri siniflandirmasinin  altina
dismektedir. SIg su denklemlerinde eldeki problemin boyutlarina gére akim sig
kabul edilmektedir. Tium akiskan akim modellerinde oldugu gibi bir si§ su modeli
olusturmak icin kutlenin korunumuna Kkarsilik gelen bir sdreklilik denklemi
olusturulmakta ve klasik fizik kanunlari uygulanarak bir hareket denklemine
ulasilmaktadir. Yapihisina bagh olmak Uzere bu gibi denklemler genellikle,
momentum ya da enerji gibi belirli bir niceligin korunumunu ifade eden korunum
kanunlari olarak yazilmaktadir. Denklemlere surtinme, geometrinin degisimi,
viskozite vb., etkileri de icerecek sekilde ilave terimlerde eklenebilmektedir ve
bunlar genellikle, sistemden gelen bir sekildeki kazanca ya da kayiba karsilik

gelen kaynak terimleri olarak adlandiriimaktadir.

Agirlikh olarak tek boyutlu akimlarin modellenmesinde Saint Venant denklemleri
acik kanal problemlerini ¢zmek icin en siklikla kullaniimakta olan sistemdir ve bu
denklemler viskoz olmayan sikismaz olan ve derece derece degisen bir akimi
temsil etmektedir. Denklemler bir sdrekliik ya da kitle denkleminden ve
Newton’un ikinci yasasini kanal boyunca uygulayarak elde edilen bir hareket
denkleminden olusmaktadir.

Belli sayida kabul model icerisinde bulunmaktadir ve bunlar asagidaki maddelerde

Ozetlenebilmektedir:

- akim, su ylzeyi diuz ve hiz bir kesit alanda sabit olacak sekilde tek boyutlu
yapidadir.

- Ivmenin diisey bileseni ihmal edilebilir seviyededir 6yle ki derinlik boyunca
basing degisimi hidrolik hidrostatiktir.

26



- surtinme ve turbulans kararli durum akimini yonetmekte olan ayni amprik
kanunlar (Manning denklemi gibi) kullanilarak ifade edilebilmektedir.
- Yatak seviyesi ve ylzey arasindaki acinin kosintsiu yaklasik bir olacak sekilde

yatak egimi kucguktdr.

Dusey hiz yatakta sifirken serbest yluzeyde maksimum olacak sekilde hizin lineer
olarak degistigi kabuli ile belirgin olan disey ivme bileseninin dahil edildigi, hizla
degisim gosteren akimlardaki hareketi tarif etmek icin kullaniimakta olan daha
karmagsik bir denklemler sistemi Boussinesq denklemleri de bulunmaktadir. bu
sistemde ivme terimleri sifir alinarak Saint Venant denklemleri elde edilmektedir.

Saint Venant denklemleri literatirde c¢ok farklh formlarda gorilebilmektedir.
Asagida verilmekte olan derivasyon Crossley [9]'den alinmistir ve Sekil 2.3'de
gOsterilmekte olan gelisi guizel sekildeki bir kanala uygulanmaktadir.

Sekil 2.4’de gosterilmis olugu Uzere (x, t) dizleminde x;, x, kesitleri ve ¢, ¢,

zamanlari arasinda bir kontrol hacmi oldugu disinuldiginde A4 islak en kesit
alani ve u da ortalama en kesit hizi olmaktadir. Bu durumda © akiskan

yogunlugu olacak sekilde kontrol hacmi icerisine dogru kitle akis hizi (yogunluk x
debi) (ouA)x, ve bolgeden ayrilis hizi (uA)x, olmaktadir. Kontrol hacmi igerisine
dogru net kutle akigini bulunabilmek igin #, ve ¢, zamanlar arasinda kutle akig

hizlarinin integrali alinmaktadir;

1

[ [(oua), - (oua), Jir 2.56)
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Sekil 2.4. Kontrol hacmine etkiyen kuvvetler
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Sekil 2.5. Basing kuvvetleri

Kutlenin korunumundan verilen zaman araliginda net iceri akis x, ve x,

arasindaki depolamanin degisimine esit olmalidir ve asagidaki ifade ile

verilmektedir:

J:Z [(IOA)z2 - (pA)zl] dx (2.57)

QO debi olacak sekilde O = ud olarak alindiginda ve yogunlugun sabit oldugu

kabull ile (2.56) ve (2.57) esitlenmesi asagidaki ifadeyi vermektedir:

[, - ()] @+ [ o), - ), ]ar =0

(2.58)

Bu baginti gelisi giizel sekle sahip bir kanaldaki sureklilik denkleminin integral

formu olmaktadir.

ikinci denklem icin Newton'un ikinci yasasini uygulamak, verilen zaman araliginda
kontrol hacminde momentumun degisiminin momentumun net iceri akisl ve kontrol
hacminin Gzerine etkiyen dis kuvvetlerin zamana gore integralinin toplamina esit
olmasi gerektigini ima etmektedir. Momentum kitle ve hizin carpimina esittir,
momentum akisi ise kitle akis hizinin hiz ile gcarpimina egittir ve asagidaki sekilde

verilmektedir;
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Momentum akisi= oud X u = pu’A.
- o (2.59)

Net momentum akisi kontrol hacmine giren ve ¢ikan akig arasindaki fark kadar
olmaktadir ve zaman araliinda meydana gelen net iceri akis asagidaki gibi

olmaktadir:
M, = j [(puzA)xl - (puzA)xz]df- (2.60)

Belirli bir zamanda kontrol hacmi igerisindeki momentum agagidaki ifade ile

verilmektedir:

[ pudds (2.61)

Dolayisiyla da zaman araliginda meydana gelen net artis AM asagidaki gibi

olmaktadir:

AM = j (o), - (oua),] ax. (2.62)

Sekil 2.4 ve 2.5'e bakarak, x yoniunde kontrol hacmine etkiyen dis kuvvetlerin
onemli olanlarinin basing, yer ¢cekimi ve surtinme direncinden kaynaklandigini gbz

ontinde bulunduralim. Net etkiyen basing kuvveti F, , sinirlara etkiyen F; ve F;;

basing kuvvetleri arasindaki fark olarak verilmektedir. Hidrostatik basing

varsayiminda  uygulayarak  basing  kuvveti F;] asagidaki  sekilde

taminlanilabilmektedir.

F, = gj:(x) pla(x) = nlo(x, n)dn (2.63)
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Burada 7 derinlik integrasyon degiskeni, h(x, t) su derinligi ve J(x,/]) ise
o(x,h) = B(x) olacak sekilde 5 derinligindeki en kesitin genisligi olmaktadir.

Boylelikle net basing kuvveti F, "in integrali asagidaki sekli aimaktadir.

I Fdt :j (Fr - 7o) e = gf: [(pzl)xl - (p]l)xz] dt (2.64)
Burada /, rahat olmasi agisindan asagidaki gibi verilmektedir.

1= [ k) = nlote ki (2.65)

Kanalin sonsuz kiicuk bir uzunlugu olan dx’i géz éntinde bulundurahm. Genislikte

meydana gelecek bir degisim nedeniyle basin¢ kuvvetinde meydana gelecek olan
artis bu durumda i1slak alanda meydana gelen artis do dfj’nin (sabit derinlik 7,
icin), agirlik merkezinin serbest yiizey (i(x) - 77)’den olan uzakhg: ile carpimi

olarak verilmektedir. Bu da asagidaki ifade ile verilmigtir:

pel (S Jox | Do) =

X =iy (2.66)

Kontrol hacmine etkiyen toplam anlk kuvveti hesaplamak igin bir kesit alaninda bu
kuvvetin 7 = 0 ve 7 = h(x) arasinda ve x, ile x, arasinda integrali alinmaktadir

ve asagidaki baginti elde edilmektedir:

F = Engjoh(x) [n(x) - 7] [aa(x, '7)} drdx 6

Zaman araligindaki toplam kuvveti bulmak icin F,,'in ¢ ile ¢, arasinda integrali

alinmaktadir ve bu asagidaki sekilde yazilabilmektedir:
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'[fz F,dt = gJ:2 '[:Zplzdxdt

(2.68)
Burada /, asagidaki sekilde veriimektedir;
(x) oo
1, = L [h = n] [G_} dn
X dn=n (2.69)

Yercekimi kuvveti olan F, kanal egiminin kiguk oldugu varsayimi ile asagidaki

sekilde bulunabilmektedir:

0z .
Sy =—— =tana = sinQ
Ox (2.70)

Burada z belirli bir datumun Uzerinde kanal yatagi kotudur. Zaman araligi

Uzerinde yercekimi kuvvetinin toplam etkisi asagidaki gibidir

|| Far =] [ pgas,dxdi 2.71)
Sartinme direnci olan F, kanal yatagl ve sevleri ile olan kesme kuvvetinden
kaynaklanmaktadir ve surtuinme egimi S, ile ifade edilebilmektedir. Kanalin birim
uzunluguna etkiyen kesme kuvveti bu durumda pgdS, ile verilmektedir ve
surtinme kuvvetinin zaman integrali asagidaki hali almaktadir:

1 _ t, rx,
Fyde =" [ " peAS dvdr 2.72)

Momentumun korunumundan, momentumdaki degisim A4M net momentum

kazanimi M, ile dig kuvvetlerin zaman integrallerinin toplamina esittir:

t) t) 153 t
M = M, + L F,dt +L " Fpdt + L] Fodi = [ Fydi 2.73)
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(2.68)-(2.73) bagintihlarindan ve yogunlugun sabit oldugu kabull ile momentum

denkleminin integral gosteriminin standart formuna ulasabilmektedir:

[ L), = e Ja = [l ), = ) Jar + " i), + (), e

- gf j;zlzdxdt +g j j Als, - S, Jdxdt 2.74)

Alternatif olarak 4 ve Q’yu iceren terimler QO = ud4 bagintisindan faydalanarak

yeniden yazilabilmektedir:

1

Ilo. -0Js {[%l -(2) }” el . .o

X

_ gj: j Ldxdt + gj: j Als, - S, Jdxdr (2.75)

Saint Venant denklemlerinin diferansiyel formu pek cok durumda alinti olarak
verilmektedir ve bunlar denklemlerin integral formundan akis degiskenlerinin
surekli ve turevlenebilir olduklari ve x, — x, mesafesinin sonsuz kuguk hale geldigi
kabulleri ile elde edilebilmektedir. Daha sonra Taylor serisi a¢ilimi uygulanarak

t,’de 4 ve Q asagidaki sekillerde yazilabilmektedir.

2 2
(4, = (4), + L g+ 9440,

or ot 2 (2.76)

L) 80, , 50 A"
(Q)12 - (Q)z, + ot At + 6t2 2 t. (277)

ikinci ve daha buyuk dereceden terimleri ihmal ederek ve At ve Ax ve sifira

yaklasirken limitini alarak yukaridaki ifade agsagidaki hali almaktadir:

tim [°[(4), - (4),] ax = [*[° a—‘j didx

- % 9 Q)

(2.78)
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lim [ (©). -(©),] ax = [ aa—? didx

t 1 (2.79)
Baoylelikle sureklilik denklemi asagidaki sekilde yeniden yazilabilmektedir:
Xy (2 A
[ {a_ +6—Q} drdx = 0
%9 | O Ox (2.80)

Taylor serisi acilimini (2.75) bagintisindaki diger terimlere uygulamak bize
asagidaki ifadeleri vermektedir:

N e, L0 s4) @l 4) &
(Q /A)xz (Q /A)xl -TA“ PYe , T (2.81)

B _ o 0’l, A
(Il)x2 (Il)xl P det a2 . (2.82)

(2.78) bagintisindaki sadece birinci dereceden olan terimleri kullanarak ve 4 x ve

At sifira yaklasirken limitlerini alarak (2.75) bagintisi asagidaki sekilde yeniden

yazilabilmektedir:

s [00 | 0(0° / 4) __pepelon e
.L .L {Gt + P, }dtdx = ng -[1 {atl 1, A(So Sf)} dtdx (2.83)

(2.80) ve (2.83) bagintilarinin tim bdlge boyunca gecerli olmasi gerektiginden

asagidaki diferansiyel denklemler ile degistirilebilinirler:

ot Ox (2.84)

L
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6_Q+1(Q2
A

L gl |=gds -5,)+gl
o  ox gl] edS, =5, ) + ol (2.85)

Bu denklemler Saint Venant denklemlerinin diferansiyel formunu meydana
getirmektedir. Alternatif olarak momentum denklemi bazen asagidaki sekilde

yazilmaktadir:

oh

a_Q+i(uQ)+g a——Soj'FgASf =0
X

o ox (2.86)

Bu denklem, dinamik denklem olarak adlandirilmaktadir.

Her nekadar yukaridaki denklemler gelisigtizel bir sekle sahip bir kesit alani icin
yazilmis olsalar da denklemlerin gecerli olduklari durumlar Saint Venant hipotezi
ile sinirll olmaktadir ve denklemlerin olusturulmasi sirasinda yapiimis olan
kabuller, belirli bir problem icin uygun bir model olusturulmaya calisilirken akilda

bulundurulmalidir.

Saint Venant yontemleri farkh olarak Bolim 2.3.6’da verilmekte olan Reynolds
ortalamali Navier Stokes denklemlerinden de elde edilebilir [19]. Diger alternatif bir

gosterim ise asagidaki gibidir.

oh A ou
+

oh u (GA) _
- +uyu—+—|— =0
o B ox o BOX ), (2.87)

—tu—+g—+gS, -§5)=0
g o g( ! 0) (2.88)
Sartinme egimi olan S, ylzey surtinmesi ve turbulanstan kaynaklanan etkileri

modellemek i¢in kullaniimaktadir. Tanim olarak surtinme egimi, bir 4 islak alani
icin birim agirliktaki su kitlesinin birim uzunlukta metre cinsinden enerji kaybi

olarak tanimlanmaktadir ve asagidaki sekilde hesaplanmaktadir [1].
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Y 6 (2.89)

Burada Q debi, K ise tasinimdir ve asagidaki sekilde verilmektedir.

A5/3
K = /3
nP (2.90)

Burada A4 islak kesit alani, P ise islak ¢evredir ve islak enkesitin kanala temas
eden kenarlarinin toplamidir. » Manning purazlulik katsayisidir, amprik olarak
bulunmus bir degerdir ve dizgin betonarme yuzeyler igin ortalama 0,013 olarak

verilmektedir [1].

2.4 Saint Venant Denklemlerinin C6zUm Yontemi

Sayisal benzetim icin pek cok teknik bulunmaktadir ve her bir yontemin nasil
isledigini anlatan ¢ok sayida kaynak bulunmaktadir. Akigkan akimi problemleri igin

kullaniimakta olan en popuiler dort yontem asagida siralanmaktadir:

1.Sonlu Farklar Yontemleri (SFY)
2.Sonlu Elemanlar Yontemleri (SEY)
3.Spektral Yontemler

4.Sonlu Hacimler Yéntemleri (SHY)

Genel olarak stylemek gerekirse bir sonlu farklar yontemi, bir problemi belirli nokta
ya da dugumlerdeki degerler dizisi araciligiyla ifade etmektedir. Bilinmeyenler icin
ifadeler, model denklemlerindeki turev terimleri kisaltiimis Taylor serisi acilimlari
ile degistirmek suretiyle elde edilmektedir. En eski sayisal yaklasimlar sonlu farklar
yapisi Uzerine kurulmustur ve uygulama agisindan kavramsal ve sezgisel olarak
en kolay yontemlerdendir. Bununla beraber temel olarak bu gibi teknikler 1zgarada
yiuksek derecede duzenlilik olmasini gerektirmektedir ve bu da bu ydntemlerin
karmasik problemlere uygulanmasini sinirlamaktadir. Tek boyutlu Saint Venant

denklemlerinde ise amaca uygun olmaktadirlar.
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Sonlu elemanlar yonteminin esasi, bolgenin ticgen yada dortgen gibi elemanlara
bolinmesi ve her elemanin igine sayisal sonuglarin belirlenildigi dugumler
yerlestiriimesine dayanmaktadir. Daha sonra her hangi bir noktadaki ¢ozim,
noktanin yerel komsulugunda bulunan dugumlerdeki dederlerin bir seri acihimi
olarak ifade edilmektedir. Dugumlerden gelen katkilar baz fonksiyonlar ile
carpiimakta ve baz fonksiyonlarin hangi sekilde tanimlanmis oldugu, sonlu
elemanlar yoéntemindeki degiskenin secimini belirlemektedir. Spektral yontemler,
baz fonksiyonlarinin yerel oldugu ve iligli digumiin komsulugunun disarisinda sifir
oldugu yaygin yaklagsimdan farkli olarak baz fonksiyonlarin global oldugu bir sonlu
elemanlar yontemi alt kiimesi olarak degerlendirilebilmektedir. Orijinal sonlu
elemanlar yontemi yapi muhendisleri tarafindan gerilim analizi alaninda
geligtirilmistir ve bu durum yaklasimin olusturulmasinda ve terminojisinde

gorulebilmektedir.

Sonlu hacimler yontemi, model denklemlerinin bir integral formunun ayrik hale
getiriimesi ve alanin sonlu hacimlere bélinmesi Uzerine kurulmustur. Her bir hacim
icerisinde integral iligkileri yerel olarak uygulanmakta ve bdoylelikle her bir
hicredeki tam korunum elde edilmektedir. Sonugta bilinmeyenler igin elde edilen
ifadeler sonlu farklar ile elde edilen yaklasimlara benzerlik gostermektedir ve
secilmis olan belirli yénteme baglh olarak sonlu farklar ya da sonlu elemanlar
tekniklerinin 6zel bir durumu olarak kabul edilebilmektedir. Cogu akiskan
modelleme probleminin korunum ilkeleri Gzerine kurulmus oldugu gergeginden
hareketle sonlu hacimler yontemi genel akiskan akimi problemlerine uygulanan en

populer yaklasim haline gelmistir.

Sonuca ulasma acisindan yeterli olacagl dusunuldiginden bu calismada, tek
boyutlu Saint Venant denklem sisteminin sayisal ¢ozimunde kullaniimak Uzere

sonlu farklar yontemi secilmistir.

2.4.1 Sonlu farklar yontemi
Siradan diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢ozimlerini bulmak icin geligtirilmis
olan ilk teknikler sonlu fark yontemleriydi ve bu gibi uygulamalardan sonlu fark

yontemlerinin 6zellikleri ile ilgili teoriler ortaya ¢ikmistir.
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Sonlu fark yontemleri, Taylor serisi acilimlarinin gerceklestiriimesi ve kisaltiimis
ifadelerin diferansiyel denklemlere yerlestiriimeleri tzerine kuruludur. Buradaki
dustince diferansiyellerin, cesitli noktalardaki ¢ézimler seklinde yaklasik olarak

alinmasidir.

Tanim olarak;

R A (2.91)

Ax kicik oldugunda bu formil x noktasinda »’nun tirevinin bir yaklagimi olarak

kullanilabilir. Taylor serisinden;

2

u(x + Ax) = u(x) + eu (x) + %uxx(x) + ..

(2.92)
yeniden dizenleme yapildiginda;
u(x +Ax) —u(x) =u (x) +ﬁu (x) + ..
i * 2 " (2.93)

Ax kuguk oldugunda acilimdaki ardigik terimler azalacak ve agagidakini yazmak

miumkun olacaktir.

* A (2.94)

(2.94) denkleminin sag tarafl ile u_'in yakinsanmasindaki hatanin onde gelen

terimi Ax mertebesindendir ve dolayisi ile de bu denklem birinci derece bir
yaklasimi temsil etmektedir. Turevleri tahmin etmek icin baska derecelerden fark
formulleri tanimlamak da mumkindir ve bunlarin kesinlik dereceleri farkli

olabilmektedir.
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Yukaridaki analiz surekli ¢cozum ile ilgilenmektedir. Bununla beraber amac¢ u’yu
iIzgaradaki ayrik noktalar kiimesinde hesaplamaktir ve bu da sayisal ¢6zum

olmaktadir. Izgara noktalari i = 0,1,2,...., N olacak gekilde x, ile gosteriliyor ve
bélge Axuzunlugunda egit boyutlu ayrilik elemanlar seklinde oldugunda u, sayisal
cozimi u, = u(idx) seklinde noktasal degerler olarak diisiiniilebilmektedir. Bu

notasyon takip edildiginde »'nun x’e gore turevinin tahmin edilmesi i¢in U¢ genel

yol bulunmaktadir:

(i) ileri fark
), = % oA (2.95)
(i) Geri fark
(), = ==+ ola) 2.96)
(ii)Merkezi fark
) = uMz;lxui_l ' O(sz) (2.97)

Taylor serisi analizinden de gosterilebilecegdi tizere ileri ve geri farklarin her ikisi de
birinci dereceden, merkezi fark ise ikinci dereceden yaklasimlardir. Bu formulleri
farkh faydalar bulunmaktadir ve en iyi segcenek modellenen probleme baghdir. Adi
diferansiyel denklemler s6z konusu oldugunda pek cok baska fark formulu
standart teknikler kullanilarak olusturulabilmektedir. Bununla birlikte kismi trevli
diferansiyel denklemler icin pek ¢ok yaklasim standart ileri, geri ve merkezi fark

formullerinin kullanimi Gzerine kuruludur.

2.4.2 MacCormack yontemi

Bu calismada, bir yagmur suyu sebekesindeki drenaj kanallarinda meydana gelen
akiglar modellemek icin tek boyutlu Saint Venant denklemleri MacCormack
yontemi kullanilarak yaklagik olarak c¢o6zilmustir. MacCormack yontemi acik

(explicit) bir yontemdir. Agik yontemlerde bir £ zaman adiminda degiskenler
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hesaplanirken, bu degiskenlerin sadece &k — 1 zaman adimindaki degerleri

kullaniimaktadir.

MacCormack yontemi, o©rnek olarak Euler denklemleri Uzerinden asagidaki

paragraflarda anlatiimaktadir.

Asagida verilmekte olan Euler denklemleri Sekil 2.6’da verilmekte olan noktalarda

cozllmek istenilmektedir.

» _ p%ua_mp@”a_p)
o1 Oxr  Ox dy Oy (2.98)
Ou ( Ou ou 1 Gp]
— =1 y—+v—+ —+
ot k dy p  Ox (2.99)
o _ ( Ou v 1 ap]
— =1 y—+tv—+—+ =
ot x p Oy (2.100)
o1 o d pox POy (2.101)

Yukarida verilmekte olan denklemlerden birinci denklem sireklilik denklemi. ikinci

ve ucuncu denklemler sirasiyla x ve y yonlerinde momentum denklemleri, son

sirada verilmekte olan denklem ise enerji denklemidir. Verilmekte olan denklemler

sadece anlatim amacli olarak kullanilmaktadir.

40



i=Lj+1 (]i,j+1 i+1,j+1
Ly

i-1,j i,j i+l j

i-Lj-1 |ij-1 i+l,j-1

> X

Sekil 2.6. x-y duzlemindeki ayrik noktalar

Sekil 2.6’daki i, j noktasindaki yogunlugun ¢ anindaki tum degerlerinin biliniyor

oldugu dasunulebilir. Asagida verilmekte olan ifade ile yogunlugun ¢ + At anindaki
degerini hesaplamak muimkindur ancak oncelikle parantez icerisinde yer alan

turevin hesaplanmasi gerekmektedir.

. 0
,O;_ja = IOII‘] +(_’Oj Zh‘
0t o, (2.102)

Burada parantez icgerisinde verilmekte olan ortalama degeri ¢ ve ¢t + Ardegerleri

arasindaki ortalama degerdir.

Benzer sekilde:

ult;'Af - ulf] + (%j yi's
0t ),y (2.103)

V;;At — Vf,/ + (&) yi's
0t (2.104)
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ell;”ﬁ — e;,j + (%) Yi's
0r ), (2.105)

MacCormack yonteminde ortalama degerleri bulmak igin bir tahmin-duzeltme

yaklagsmindan faydalaniimaktadir.

Tahmin adimi:

Euler denklemlerindeki sireklilik denkleminin sag tarafindaki konumsal tirevler

ileri yonlu farklar ile degistirilirek asagidaki ifade edilir.

(%), -
ot ij

—[ M TMg e Py TP pl, e~ Pij v, Piin = Pi._/j
’. A ’ A)j
4 (2.106)

1

Bu denklem sayesinde Taylor serisi aciliminin ilk iki teriminden faydalanarak (E))t+At

icin tahmini bir deger hesaplamak mumkundur;

i 0o\
(10)1 jAk = pllj + (a_[;j A&
ij (2.107)

Benzer sekilde;

(@) = + (%j a
v )
g (2.108)

o =, +(5) 4

i (2.109)

e =, (%]
i

(2.110)
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Dizeltme adimi:

2
i

Duzeltme adiminda oncelikle ¢ + ¢ anindaki zaman tirevi (5,0 / at) _;A"nin tahmini

bir degeri elde edilir. Bunu yapmak igin o, v ve u’nun bir 6nceki adimda tahmin

edilmis olan degerleri siureklilik denkleminin sag tarafina konulur ve bu sirada
konumsal turevler geri yonlu farklarla degistirilir. Sonu¢ olarak elde edilen olan
baginti agagida verilmektedir.

1] &

t+'Az (‘7)1H/At - (‘7)1“34—‘[1 + (‘7)%+'At (ﬁ)f/dt - (I(_))T;A—bl
ya) " 4y (2.111)

Son adim olarak, elde edilmeye calisilan ortalama degerler asagidaki sekilde

hesaplanir:

(2] @]

() -1
at ort 2

Parantezin icerisindeki birinci terim tahmin adiminda hesaplanmistir, ikinci terim

(2.112)

ise dizeltme adiminda elde edilmistir. Bu iki terimin ortalamasi alinarak bulunan
deger (2.102) denkleminde yerine konulur ve ¢ + At anindaki yogunluk degeri elde

edilmis olur:

2.4.3 MacCormack yonteminin kesinli ~ gi

Kesinlik, problemin ayrik ¢6ziminin problemin tam ¢6ziminiu ne derecede temsil
edebildiginin bir olcusudir. Bunu 6lgcmek icin iki nicelik bulunmaktadir; fark
denklemlerinin diferansiyel denklemlere ne derecede karsilik geldigini 6lcen yerel
ya da kisaltma hatasi ve tam ¢6zim bilinmedigi strece bulunmasi mumkin
olmayan ve c¢Ozumdeki tum hatayl temsil etmekte olan global hata. Kesinlik

derecesi olusan hatanin derecesi ile dl¢lldiginden bir sonlu farklar yonteminde
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Taylor serisi aciliminin ihmal edilen ve fark denklemlerine alinmayan terimlerinden
en buylk dereceden olani ile ifade edilmektedir. Ornegin ¢ozulmek istenen bir
diferansiyel denklemin Taylor serisi acilimi ile elde edilen fark terimlerinden (Ax)3
ve daha kucuk olanlarn kullaniimakta olan sonlu fark yontemine alinmadiysa s6z
konusu sonlu farklar yontemi mekanda uclnci dereceden dogru olarak
aniimaktadir. MacCormack yontemi zamanda ve mekanda Uguncl dereceden
dogrudur [7].

2.5 MacCormack Yonteminin Saint Venant Denklemleri  ne Uygulanmasi

Sayisal modelleme agsamasinda ¢6ziimlenmesi istenilen Saint Venant Denklemleri

dikdortgen kesitli kanallar icin asagidaki sekilde verilmektedir.

oh [ oh au}
- —|lu—+ h—
ot Ox Ox (2.113)
4/3
o T
ot Ox X hb (2.114)

Burada £ kesitteki su yuksekligi, u kesitteki ortalama hiz, g yercekimi ivmesi, n
Manning purizliluk katsayisi, b kanal genigligi ve S, ise kanal tabani egimidir. ¢

zaman, x ise konumu vermektedir.

MacCormack yontemi ile Saint Venant denklemlerinin gosterimi ¢dzimleme
siralamasina gore asagidaki gibidir. Saint Venant Denklemleri burada su
yuksekligi # ve kesitteki ortalama su hizi u« cinsinden yazilmigtir. (2.115)-(2.124)
denklemleri ¢6zilerek ¢ + A4 aninda, i = 1,23,..., N — 1 noktalarindaki 2 ve u

degerleri hesaplanmaktadir.

onY _ ( ,h-H, u—-u,
_ - ui i i + hi i i
ot ; Ax Ax (2.115)
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(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)



t + At aninda, i = N noktasindaki # ve u deg@erlerini hesaplamak icin asagida

verilmekte olan denklemler kullaniimistir.
t

Y o= hl o+ (—j i
N

N

2.5.1 Baslangic¢ ve sinir ko sullarn
MacCormack formundaki Saint Venant Denklemleri'ni ¢bzmek icin baslangig

kosulu olarak ¢ = 0 aninda tim x’lericin 2 ve u degerleri gerekmektedir:

h(x,O) =h, (x) x U [O, L]
u(x,O) = u, (x) x O [0, L]

Burada L toplam kanal uzunlugu, hb(x) baslangictaki # degerlerini hesaplamak
icin bir fonksiyon ve ub(x) ise baslangictaki u degerlerini hesaplamak icin bir

fonksiyondur.

Sinir kosulu olarak x = 0 iken tim ¢’lericin 2 ve u dederleri gerekmektedir:

ho,7) =h()  +O0 7]
u(O, t) = u, (t) t U [0, T]

Burada 4, (1) ve u (¢), tim ¢’ler igin kanalin basindaki /# ve u’lari hesaplamak igin

kullanilan fonksiyonlardir. 7' ise toplam suredir.

2.6 Aclk Yontemlerde Kararlilk Sorunu

Bicimsel olarak bir yaklasimin kararli olmasi demek c¢ozimdeki tim hatalarin
sinirlandiriimig olmasi demektir. Pratikte kararli olmayan bir yontem uygulandigi

taktirde ¢6zim sonsuza dogru gidecektir. Hiperbolik kismi turevli diferansiyel
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denklemlerde kararlihk sorunundan bahsetmek icin Once karekteristiklerden
bahsetmek gerekmektedir.

2.6.1 Karekteristikler yontemi

Karakteristikler yontemi sadece hiperbolik kismi turevli diferansiyel denklemlere
uygulanabilmektedir ve rahatsizhigin yayilimi dogrultusunda karakteristiklerin
tanimlaniimasini icermektedir. Karakteristikleri uzay-zaman duzleminde, tanim
gereQi bazi 6zelliklerin sabit oldugu cizgiler olarak diusinmek mumkundir. Bu
yontemin temelini tarif etmek icin agagidaki sekilde verilen birinci derece bir kismi
turevli diferansiyel denklemi diisinmek gerekmektedir [9].

u, + a(x, t)u)C =0

(2.125)
Baslangictaki veri u(x,O) = uo(x) seklindedir. Zincir kurali uygulanirsa;
du _ dx
., ut + _ux
dt dt (2.126)
Terimler yeniden diizenlendiginde agsagidaki ifade elde edilmektedir:
_du dx
U = — ——u
dt dt (2.127)

Yukaridaki ifadeyi u, igin (2.125)'e yerlestirdigimizde ise asagidaki ifade elde

edilmektedir:

(2.128)
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o
.

X=X 4 X=X5

Sekil 2.7. Sonlu bir bolgede karakteristikler

Baginti (2.128)'den gorildugi zere dx /dt = a(x,t) ile tanimlanilan cizgiler

boyunca du / dt = 0 olmaktadir. Bu da karakteristikler olarak bilinen bu cizgiler
boyunca u’'nun sabit oldugunu ima etmektedir. Prensipte eger birisi karakteristik
cizgileri tanimliyabiliyorsa cizgilerin cakismadigi bir durumda sadece baslangi¢ ve
sinir kosullarindan problemin ¢6zimu belirleyebilir. Matematiksel olarak bu

asagidaki ifadeye esdegerdedir:

u(x, t) = u(x - J.Ot a(x, t)dt, O)

(2.129)
Eger yontem sonlu bir bolgeye uygulanirsa (Sekil 2.7) o zaman karakteristiklerin

bolgeye girdigi her sinir boyunca degerleri belirtmek gerekmektedir. Ornegin, Sekil

2.77de x = x, boyunca sinir verisi gerekli olmaktadir, bununla beraber bdlgeyi
terkeden karakteristiklerin kendileri icin belirtiimis degerleri zaten oldugundan

x = x, boyunca sinir verisi gerekli degildir.
Ayni prensipler asagidaki durumda da uygulanabilinmektedir:

u, + a(u)ux =0
(2.130)

Burada, 9f/0u = a(u) oldugu durumda;

u + flu), =0 2131
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Bu da skalar bir korunum yasasidir. Bu durumda karakteristikler agagidaki gibi

verilmektedir:

dt (2.132)

u’'nun karakteristikler boyunca sabit olmasi durumunda « da sabit olmakta ve
degerleri baglangi¢c kosullari ile belirlenmis olacak sekilde karakteristikler de diz
cizgiler olmaktadir. Basit diferansiyel denklem teorisi yardimiyla gosterilebilecegdi
uzere surekli u icin karakteristik cizgileri kesismemektedir. Bununla beraber lineer
olmayan hiperbolik kismi turevli diferansiyel denklemler sirekli olmayan ¢oztumler
vermektedirler ve gelisi guzel baslangi¢ kosullari olan genel bir dogrusal olmayan
korunum vyasasi icin karakteristikler sonlu bir zamanda kesisecekler ve bir
sureksizlik ya da sok meydana gelecektir. Buna ragmen bir sokun meydana
gelmedigi yerel bir bélgede ise bilgi sadece karekteristikler ile iletilebileceginden,
karekteristik hizinin ulagsamayacagi noktalardaki kosullarit o bdlgedeki ¢6zimu
etkilemeyecektir, ¢cozumu sadece karekteristik hizinin ulasabilecegi bagimlilik

bdlgesindeki noktalardaki kosullar etkileyecektir.

2.6.2 Courant Friedrich Lewy sayisi

Hiperbolik kismi turevli diferansiyel denklemlerde kararliligin saglaniimasi igin CFL
kosulunun saglaniimasi gerekli olmaktadir. Leveque [17], Courant-Friedrichs ve
Lewy (CFL) kosulunu asagidaki sekilde tanimlamistir:

“CFL Kosulu: Bir sayisal yontem, eger sadece sayisal bagimlilik boélgesi kismi
turevli diferansiyel denklemin gercek bagimlihk bdlgesini kapsamaktaysa

yakinsaktir; en azindan Ax ve Z¢’nin sifira yaklastigi limit durumunda.”
CFL kosulu kararlihgi ve dolayisiyla da yakinsakligi saglamak i¢in sadece gerekli

bir kosuldur, bu kosulun saglaniyor olmasi kararlihgr her zaman garanti

etmemektedir.
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2.6.3 Saint Venant denklem sisteminde kararhlik  sarti

Hiperbolik bir denklem sisteminde meydana gelen bir rahatsizlik (disturbance)
karekteristiklerin hizinda ilerlemektedir. Karekteristiklerin ilerleme hizlar (x — ¢
dizlemindeki egimleri), korunum yasasi g, + f,q, = s seklinde yazilmis hiperbolik

kismi turevli bir denklem sisteminde Jacobi matrisi olan f, 'nun 0zdegerlerine

esittir [17].

Dikdortgen kesitli bir kanal icin Saint Venant denklem sistemi asagida sekildedir
[12].

0K  OF
+

-+ — =8
o  ox (2.133)
Burada;
©=[ ]
uh (2.134)
S = [ 0 ]
gh(Sy =S, ) (2.135)
_ [ uh i
u’h + gh2/2_ (2.136)

(2.133) denklemi asagidaki sekilde de yazilabilir.

a_K + Ja_K =5
ot 0x (2.137)

Burada J = dF/dK Jacobi matrisidir ve asagidaki sekildedir:

_ [ 0 1}
—u” +gh 2u (2.138)

Jacobi matrisinin iki adet gercek 6zdegeri bulunmaktadir [12];
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A=u+tc

Burada ¢ si§ suda dalga ilerleme hizidir; ¢ = ,/gh ile verilmektedir [1].

Sonuc olarak CFL kosulu asagidaki gibi ifade edilebilir.

& < c{ a }
u+c (2.139)

Burada Cr Courant sayisidir. Bu say! genellikle 1'den kiguk olarak alinmaktadir,
bu calismada ise uygulama sirasinda kararliidi saglayacak Courant sayisi
denenerek bulunacaktir. Kararliligi saglayacak bir x/¢ oranina sahip bir yaklasim
Sekil 2.8.te x — ¢ duzleminde go6steriimektedir.
Karakteristik
¢t

Sekil 2.8. Kararl bir yaklagim
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2.7Yakinsama ve Tutarhlk

2.7.1 Yakinsama

MacCormack yonteminde kullaniimakta olan konum ve zaman adimlar (4x ve
A¢) kucultulerek sifira yaklastirildiklarinda sonlu farklar yonteminin verdigi yaklagik
¢cbzim, kismi tarevli diferansiyel denklemlerin kesin ¢ozimine yaklasiyorsa, s6z

konusu yaklasik ¢c6zimiin yakinsak oldugu sodylenebilir.

Kismi turevli diferansiyel denklemin kesin sonucu ile sonlu farklar yontemi ile elde
edilmekte olan sonucun arasindaki fark ¢6zum hatasini olusturmaktadir. Bu
hatanin miktart konum adimi Ax ve zaman adimi 4¢’nin buyukluginden ve soz
konusu cebirsel denklemler olusturulurken orijinal diferansiyel denklemin
turevlerini ifade eden sonlu fark terimlerinin ihmal edilmis olanlarindan

kaynaklanmaktadir.

Genel olarak kismi turevli diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin sonlu farklar
yaklagimlari ile olusturulmus olan cebirsel denklem sistemlerinin yakinsak
oldugunu ispat etmek cok zordur [5]. Saint Venant Denklemleri'nde oldugu gibi
kismi turevli diferansiyel denklemlerin karmasik oldugu bir durumda yakinsamayi

gostermek kolay bir konu degildir.

2.7.2 Tutarlihk

Bir sonlu farklar yaklasimi ile elde edilmis olan cebirsel denklem sistemi,
denklemde yer almakta olan konumsal ve zamansal adim buyukluklerinin sifira
yaklastigi bir limit durumunda orijinal kismi turevli diferansiyel denklem sistemine
denk ise o zaman sdz konusu cebirsel denklem sisteminin orijinal kismi ttrevli

diferansiyel denklem sistemi ile tutarli oldugu sdéylenebilir.

S0z konusu cebirsel denklem sistemi ile elde edilecek olan yaklasik sonucun,
kismi turevli diferansiyel denklem sisteminin gercek sonucuna yaklasmasi igin
tutarlihgin gerekli bir kosul oldugu aciktir. Bununla birlikte cebirsel denklem
sisteminin, orijinal denklem sistemi ile tutarli olmasi yakinsama icin yeterli bir kosul

olmamaktadir [5].
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2.7.3 Lax denklik teoremi

Sinirl bir siniftaki problemlerde yakinsama, Lax denklik teoremi aracihgi ile
saglanilabilmektedir. Dogrusal bir baslangi¢c kosulu problemi ve bu problem ile
tutarl bir sonlu farklar yaklagimi verildiginde, yakinsama icin kararllik gerekli ve
yeterli kosuldur [2].

Lax denklik teoremi sayesinde bir algoritmanin kararlligini ve orijinal kismi tarevli
diferansiyel denklem ile tutarlihgini géstermek kolay olmakla birlikte, algoritmanin
¢bzimunin kismi turevli diferansiyel denklemin c¢ozumine yakinsadigini

gostermek genellikle ¢cok zor olmaktadir [5].

Saint Venant Denklemleri'nin de igerinde bulundugu bir ¢cok gergek akim problemi
dogrusal degildir ve Lax denklim teoremi bu problemlere her zaman istenildigi
sekilde uygulanamayabilir. Bunun sonucu olarak Lax denklik teoremi gerekli ancak

her zaman yeterli olmayan kosullar saglamaktadir.

MacCormack yontemi [11], [12], [14], [20] ve [21] gibi calismalarda Saint Venant
Denklemleri'ne uygulanmis ve bu calismalarin yazarlarinin vurguladigina gore
gercege uygun (deneysel olarak da desteklenen) sonuclar elde edilmistir. Kesin bir
yargl olmamakla birlikte, bu durumdan hareketle bu tez kapsaminda yapilan
calismada da kararlihgin saglanmasi kosulu ile gercege uygun sonuclar elde

edilecegi beklenilmektedir.
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3. UYGULAMA

Bu calismada, sebekenin tasarimi icin alinmig olan yagis altinda sebeke
sisteminde meydana gelen akimlarin gergcek zamanl benzetimini yaparak sistemin
yeterliligini denetlemek icin kullanilabilecek bir uygulama, sayisal akiskanlar
dinamigi tekniklerinden faydalanilarak geligtiriimigtir. Uygulama java programlama
dilinde yazilmigtir. Yazilmis olan uygulamada baca, kanal, havza vb. ilgili siniflar

olusturulmustur. Yazilimin kaynak kodu Ek 1."de CD ortaminda verilmektedir.

3.1Sebeke Ozellikleri

Uygulamada denetimi yapilan 6rnek sebeke sistemi kutu kesitli betonarme
kanallar ile bacalardan ibarettir. Bacalarin Ustlerinde yagis sonucu ylzeyde
olusacak akigl toplayarak yagmur suyu drenaj kanallarina yonlendirecek 1zgara

sistemleri bulunmaktadir.

Ornek sebeke (Sekil 3.1) 7 adet baca ile 6 adet kanaldan meydana gelmektedir. 1,
2, 3, 4 ve 6 no’lu kanallarin geniglikleri ve yukseklikleri 0,50 m olarak alinmigtir.
Digerlerinden farkli olarak 5 no’lu kanal icin yikseklik ve geniglik 1 m’dir. Calisma

sonucunda bu kesiterin yeterli olup olmadidi ortaya c¢ikarilacaktir.
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(6) (119, 247)

(160, 117)

(97, 41)

Sekil 3.1. Sebeke plani ve baca koordinatlari
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Sekil 3.1'de mavi renk ile gosterilmekte olan cizgiler yer altinda bulunmakta olan
drenaj kanallarini, kirmizi renk ile verilmekte olan noktalar bacalari sembolize
etmektedir. Oklar kanallarda suyun akis yonlerini gostermektedir. Daire icerisinde
verilmekte olan sayilar baca numaralaridir. Parantez icerisinde verilmekte olan

say! ciftleri bacalarin sirasiyla x ve y koordinaltarini vermektedir. Izgaralarin tam

olarak bacalarin tzerinde olduklan kabul edildiginden sekilde ayri bir sembolle

ayrica gosterilmemektedirler.

Baca ve kanallarin fiziksel parametreleri asagidaki gizelgelerde verilmektedir.

Cizelge 3.1. Bacalarin fiziksel parametreleri

Baca No. X Y V4
(m) (m) (m)
1 97,00 41,00 97,30
2 160,00 117,00 98,75
3 74,00 123,00 98,78
4 37,00 200,00 99,53
5 153,00 182,00 99,47
6 119,00 247,00 100,00
7 123,00 241,00 100,00

Cizelge 3.2. Kanallarin fiziksel parametreleri

Kanal | Kanal Bagi | Kanal Sonu | Bas Baca | Son Baca | Uzunlugu | Egimi
No. Taban Kotu | Taban Kotu No. No. (m) (m/m)
1 98,00 97,53 6 4 94,52 0,005

2 98,00 97,47 7 5 68,60 | 0,008

3 97,53 96,78 4 3 85,43 0,009

4 97,47 96,78 5 3 102,65 | 0,007

5 96,78 95,52 3 1 85,16 | 0,003

6 96,75 95,30 2 1 98,73 0,015
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3.2 Baca Havzalarinin Olu sturulmasi

Sebeke Uzerindeki alana disen yagisin hangi bacaya ulasacagini belirlemek icin
baca havzalari olusturulmaktadir. Bu sekilde bir bacaya ait havzaya digen yagisin
akisa gecerek o baca Uzerinde bulunan izgaraya girece@i kabul edilmektedir.
Toplam havza 200 x 250 m’lik dikdortgen bir alan olarak ele alinmistir. Baca
havzalari olusturulurken bacalar nokta olarak ele alinmig, toplam havza 1 x 1 m’lik
kare alanlara bolindukten sonra her kare en yakinindaki bacaya atanmigtir. Bu
yapilirken, toplam 200 x 250 = 50.000 adet olan 1 x 1 m’lik kare alanlarin her birisi,
agrihk merkezine en yakin mesafede olan bacaya atanmistir. Sonucta her baca ile
iligkili kare alanlar bir araya getirilirerek her bir bacaya ait yagdis havzalarn
olusturulmustur. Yazilmis olan program icerisinde ise gercekte her bir kare alan
nesnesi, en yakininda bulundugu baca nesnesinin kare alanlarini tutan listeye
eklenmistir. Goérsel acidan 10 x 10 m’lik kare alanlar kullanilarak olusturulan baca
havzalar Sekil 3.2.’de gosterilmektedir. Sekilde, 10 x 10 m’lik kare havza parcalari
en yakininda bulunan baca ile iligkilidir ve bu iligki, kare alanlar farkl renklerde

boyanarak ifade edilmigtir.
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Sekil 3.2. Baca havzalar (saha taksimat plani)
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3.3 Baca Giri g Hidrograflarinin Olu sturulmasi

Yagmur suyu sebekelerinin tasarlanmasi sirasinda, sebekenin bulunacagi bdélgede
hidrolojik olarak meydana gelme olasiligi bulunan bir yagis suresi ve yagis siddeti
secilerek boyutlandirmalar boyle bir yagisa goére yapilir. Ornegin, tasarim igin 5
yilda bir gelmesi muhtemel olan ve 10 dakika siren bir yagis alinabilir. Bu siklikta
ve sUrede meydana gelmesi muhtemel bir yagisin yagis siddeti-zaman iligkisi
hidrolojik yontemler kullanilarak belirlenir. Bu calismda s6z konusu veriler hazir
olarak kabul edilmistir, s6zU edilen hidrolojik yontemlerle ilgili daha detayli bilgi

Bayazit [13]'ta bulunabilir.

Bu calismada kullanilmakta olan yagis 10 dakika sirmektedir ve yagis siddeti-
zaman iligkisinin i = —02¢* + 2t bagintisi ile verildigi kabul edilmistir. Burada i,
mm/dakika cinsinden yagis siddeti, ¢ ise dakika cinsinden zamandir. Yagis
siddetinin  fiziksel anlamini anlatmak icin yagis siddeti fonksiyonunun
i = 5mm/dakika gibi sabit bir fonksiyon oldugu 6rnek bir durum dasunulebilir. Bu
durumda bir dakikalik bir yagis sonrasinda yuzey akigi ya da sizmanin
gerceklesmedigi ideal bir alanda 5 mm vyiksekliginde yagmur suyu birikmis
olacaktir. Verilen yagis siddet fonksiyonu Sekil 3.3.’te gdsterilmektedir. En ylksek
yagis siddeti, 5 mm/dakika ile yagisin 5. dakikasinda gerceklesmektedir.

i (mm/dakika)

t (dakika)
Sekil 3.3. Yagis siddet fonksiyonu i (mm/dakika)
Bir yagis sonucunda yer yizine disen yagisin bir kismi yeraltina sizmakta, bir

kismi yuzeyde cukurluklarda gollenmekte ve bir kismi da akisa gecmektedir.

Aslinda ortaya c¢ikan durum hidrolojik olarak biraz daha ayrintili olarak ele
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alinabilmektedir [15], bu ¢aligmada ise bu tur ayrintilara girilmemigtir. Yapiimig
olan bu calismada sizmanin meydana gelmedigi ve gbllenme ya da bir gecikme
olmadan havza ylzeyine disen yagisin havza ylzeyine dustigu anda en
yakinindaki bacaya dogru akisa gectigi kabul edilmistir. Sonucta yagis basladiktan
sonra yagmur ile bir bacanin havza alanina disen yagis sulari yuzeyde akarak
bacaya ulagsmaktadir. Gergeklesen bu akis bir zaman almaktadir ve sonucta
bacaya zaman icerisinde ulasan yagis sulari ile bacanin giris hidrografi meydana

gelmektedir.

Hidrograflar bir kesitten zaman igerisinde gecen suyun debisini vermektedir. Bir
hidrograf bu bakimdan zamana bagh olan ve verilen bir zamanda bir kesitten
gecen suyun debisini veren bir fonksiyon olarak dustnulebilir. S6z konusu kesitin
konumsal olarak yeri sabittir, 6rnedin bu kesit bir bacaya ait 1zgaranin giris agzi
olabilir. Debi ise bir kesitten belli bir anda gegcen suyun hacimsel olarak miktarini

vermektedir ve Q = |V|A olarak ifade edilebilir. Burada debi O 6rnegdin m*/saniye

cinsinden 4 (m?) alanindan |V| (m/saniye) hizinda gecen su akimidir ve skalar bir

degerdir. Buradaki 4, suyun ortalama hiz vektoriine dik olan islak (alinan kesitte
suyun kapladigr) alandir. V suyun islak alan igerisinden gegctigi ortalama hiz

vektoruddur.

Baca giris hidrograflarini olusturmak icin yer yizine disen suyun akisa gectikten
sonra dustigu yerin en yakinindaki bacaya ne miktarda ne sirede ulastiginin
hesaplanmasi gerekmekte ve bu hesaplama baca ile iligkili her bir havza pargasi
kare alan igin, ylzey akisinin devam ettigi her bir zaman adiminda yapilmalidir.
Yapilan calismada bu hesaplama bir saniye araliklarla gerceklestirilmistir. Sonucta
elde edilmis olan baca giris hidrograflari 1 saniye araliklarla bacalara giren debileri
vermektedir. Bu durum uygulamanin daha sonradan gerceklestiriimis olan sayisal
cbzimleme kismi ile uyumludur ¢cinki sayisal ¢ozimlemede zaman adimi 4¢, 1

saniye olarak alinmig ve tim hesaplamalar bir saniye araliklarla yapiimigtir.
Bacalarin havzalarini olusturan 1 x 1 m’lik alanlarin tzerlerine disen yagisin en

yakindaki bacaya ulasma sureleri amprik bir formdl ile hesaplanmistir [3]. S6z

konusu formil agagida verilmektedir.
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- = 0.02886(nL)’

a 04 p0.5
S™ P ;5 x4

(3.1)

Burada T7,, yer yuzune dusen suyun L mesafesini katetmesi i¢in gerekli olan

dakika cinsinden akis suresidir. (3.1) amprik bir formuldir ve [3]'te verildigi haliyle

T,'y1 dakika cinsinden vermektedir, bu ¢calismada ise, (3.1) ile elde edilen dakika

cinsinden akig sureleri saniyeye cevrilerek kullaniimistir. » Manning purtzltlik

katsayisi, S yuzey egimi ve P,,, ise iki senede bir gerceklesen 24 saatlik bir
yagista disen toplam yagdis yuksekligidir. P,,, tipki Ornek sebekenin fiziksel

Ozellikleri gibi verilmis olan bir degerdir ve sebekenin bulundugu bdlgenin hidrolojik

bir 6zelligidir. P, ,, degeri 10 mm olarak verilmistir. » akisin meydana geldigi

yuzeyin 6zelliklerini yansitan Manning purtzltlik katsayisidir. Gegirimsiz ve yesil
alanlarin birlikte oldugu durumda bu deger tipik olarak » = 024 olarak
alinmaktadir ve bu calismada da boyle ahinmistir. L kare alanin agirhik merkezinin

en yakinindaki bacaya metre cinsinden olan uzakligidir. S yuzey egimidir ve P, ,,

gibi verilmis olan bir degerdir. S tim kare alanlar i¢cin 0,005 m/m olarak verilmistir;
bunun anlami tim ytzeylerin en yakinlarindaki bacalara dogru 0,005 m/m’lik bir
egime sahip olduklaridir. Sonugta her kare alana ¢, ile ¢,,, arasinda 1 saniyede
diisen toplam yagis hacmi i(t,/60) x 0,001 m* kadardir. Bu miktardaki yagmur
suyunun kare alanin agirhik merkezine distigu kabul edilmistir. Kare alanin agirlik
merkezinin en yakinindaki bacaya olan uzakhk L bilindiginden gerekli degerler
(3.1) denkleminde yerlerine konularak ¢, + 607, aninda ele alinan kare alandan en
yakinindaki bacanin giris hidrografina olan katkisi hesaplanmis olur. Ayni
hesaplama bacanin yagis havzasina ait tum kare alanlar igin, yagis akisinin
gerceklestigi tum zamanlarda yapilir, ayni giris anindaki hacimsel giris degerleri
toplanirsa bacanin giris hidrografi elde edilir. Tim bacalara ait giris hidrograflari

asagidaki sekilde toplu olarak verilmektedir.
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Q 1 —— Baca 1 Hidrografi
c Baca 2 Hidrografi
8 08 - rog

% —— Baca 3 Hidrografi
= 0,6 —— Baca 4 Hidrografi
£ 04 - Baca 5 Hidrografi
g ' Baca 6 Hidrografi
2 0,2 —— Baca 7 Hidrografi

0 = T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700

Sire t (saniye)

Sekil 3.4. Bacalara ait yagis girig hidrograflar

Sekilde verilmis olan hidrograflarda yagisin sona erdigi 600. saniyeden sonra da
bacalarda giris debisi oldugu gérinmektedir. Bunun sebebi bacalara ait havzalarin
uzak noktalarindan gelen akimlarin yagis sona erdikten sonra da bir siire gelmeye

devam etmeleridir.
Bacalarin giris hidrograflarinin altinda kalan alanlar toplanarak her bir bacaya
giren toplam yagis suyu miktari hacimsel olarak hesaplanmis ve Cizelge 3.3.'de

verilmigtir.

Cizelge 3.3. Bacalara giren yagis suyu miktarlari

Baca No | Bacaya giren toplam su hacmi (m®)
1 441,13
2 259,57
3 333,80
4 265,40
5 215,57
6 36,27
7 114,93
TOPLAM: 1.666,67
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Dusen yagisin tamaminin akisa gectigi ve bacalara ulastigi kabul edildiginden
bacalara giren toplam yagis suyu miktari, yagis suresince sebekenin toplam yagis
havzasina disen toplam yagis miktarina esit olmahdir. Yagis suresinde havzanin
her bir noktasina, Sekil 3.3.’de verilmis olan yagis siddet-zaman egrisinin altinda
kalan alan kadar miktarda yagmur suyu (mm cinsinden) dusmektedir. S6z konusu
egrinin altinda kalan alan integrasyon ile hesaplanip metreye cevrildikten sonra
elde edilen deger toplam havza alani olan 200 x 250 = 50.000 m? ile carpildi§inda
10 dakikalik yagis suresince sebekenin toplam yagis havzasina toplam 1.666,67
m® yagmur suyu distii§i ortaya cikmaktadir. Bu hesaplama sonucunda bulunan
deger hidrograflarin altinda kalan alanlarin toplanmasi sonucunda bulunan degerle
aynidir ve bu durum kanallardaki akimin modellenmesi sirasinda kullaniimis olan

baca giris hidrograflarinin dogrulugunu géstermektedir.

3.4 Ornek Sebekede Ba slangic ve Sinir Ko sullari

Uygulama igin secilen sayisal ¢6zum yodntemi MacCormack yontemidir. Bu
yontemin Saint Venant Denklemleri icin yazilmig sonlu farklar denklemleri Bolim

2.6’da verilmektedir.

Her x + Ax icin kanallardaki su yiksekligi ve ortalama hizin hesaplanildigi
benzetim asamasinda benzetimin devam ettigi her ¢ ani icin kanal

baslangiclarinda (x = O) su yuksekligi ~# ve ortalama su hizi u sinir kosulu olarak

gerekli olmaktadir. Benzetim ¢ = 0 anindan baslayarak bir saniye (4t =1)
araliklarla gerceklestirilmistir. Bolim 3.3'te ¢+ = 0 anindan baslayarak ylzey
akiminin devam ettigi sure icerisinde bir saniye araliklarla baca giris hidrograflari
olusturulmustu. MacCormack formundaki sonlu farklar yontemleri bir saniyelik
adimlarda ¢ozuleceginden baca giris hidrograflarindaki bilgi, bacalarin baglandigi
kanallardaki baglangic kosullarini belirlemek icin yeterlidir. 1, 2 ve 6 nolu kanallar
sadece baglangic bacalarina giren debileri tasimaktadir, diger kanallar ise
bacalara giren ve baca giris hidrograflari ile verilen debilerin yani sira onlara
baglanan kanallarin tagidiklari debileri de tasimaktadir. Her durumda debilerin
bacalardan kanallara gecebilmeleri icin minimum bir spesifik enerjiye sahip
olmalari gerekmektedir. Minumum spesifik enerjiye karsilik gelen akis yuksekligi,
spesifik enerji denkleminin akis yuksekligine gore alinan tirevinin sifira
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esitlenmesi ile hesaplanabilir. Spesifik enerji denklemi ve minumum enerji
durumunda olugsacak akis yuksekligini hesaplamak icin kullanilan denklemler

siraslyla asagida verilmigtir.

£ = p+ Q/6R)
2g (3.2)

Burada E, spesifik enerji, b dikdortgen kesitli kanalin geniglidi, g yercekimi

ivmesi ve Q ise debidir.

(3.3)

Burada A (r) Bolim 2.5.1'de verimis olan ve tim ¢’ler igin x = 0'daki /’lar
hesaplamak icin kullanilan fonksiyondur. Qs(t) zamana bagll olarak kanal

basindaki debiyi vermektedir ve tim ¢’ler icin bilinmektedir. Tam ¢’ler igin

x = 0’daki u’lari hesaplamak icin yine Bolum 2.5.1'de verilmig olan u(t)

fonksiyonu kullaniimaktadir ve u (r) = Q,(¢)/h,(¢)b seklinde hesaplanmaktadir.

MacCormack yontemi ile sayisal ¢6zimleme yapmak icin yukarida bahsedilen

sinir kosullarinin yani sira ¢ = 0 aninda baslangi¢ kosulu olarak tim x,’ler
(x, =nx;n =012,...,k;x, kanal baslangici, x, kanal sonu) i¢cin 2 ve u

degerlerinin de biliniyor olmasi gerekmektedir. Baslangi¢ kosulu olarak 7 = 0
aninda kanal icerisinde en azindan 0,01 m yuksekliginde uniform bir su akimi
oldugu kabul edilmistir. Bu sekilde yagisin ilk anlarinda kanallara girmeye
baslayan cok kucuk debiler ihmal edilmekte ve ayni zamanda da ¢ok kigik su
yuksekliklerinin olmasi durumunda ortaya cikabilecek kararlilik sorunlarinin éniine
gecilmis olmaktadir [20]. Yagisin basladigl ilk anlarda en azindan 0,01 m’lik
(h

> 0,01 m) yukseklikte akim veren bir debi (Q ) geldiginde, bu akis

min min

yuksekligi ve karsilik gelen akis hizi kanalin icindeki her noktada baglangi¢c kosulu
olarak alinmig ve benzetim o andan itibaren baslatiimigtir. Bdylece var oldugu
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kabul edilen baz akim ilave bir su yiiksekligi etkisi yaratmamistir. #,(x) ve u,(x)
fonksiyonlari Bolim 2.5.1'de verilmigtir; Baglangic kosullari #,(x) = &,, ve

u,(x) = 0,. /h,(x) b seklindedir.

3.5Benzetim Sonuglari

Java programlama dilinde yazilimig olan program kullanilarak verilmis olan 6rnek
yagmur suyu drenaj sebekesinin sayisal ortamda modellenmesi yapildiktan sonra
verilen yagis altinda sebeke kanallarinda meydana gelen akisin benzetimi
yapiimistir. Sebeke kanallarinda akis meydana gelmesine sebep olan yagmurun
yagis siddeti-zaman iligkisi B6lum 3.3’de verilmistir. S6z konusu yagis en yuksek
siddeti olan 5 mm/dakika'ya yagisin 5. dakikasinda (300. saniyesinde)

ulasmaktadir.

Yagis ¢+ = 0 anindan baglayarak ¢ = 600 anina kadar 600 saniye surmustar.
Yagis sona erdikten sonra da bacalara ait havzalarin uzak noktalarindan ytzey
akisi ile gelen yagmur sulari bacalara girmeye devam etmistir. Bunun yani sira,
kanallarda hareket etmekte olan yagmur sulari kanallarin baslangiclarindan
sonlarina kadar farkh sirelerde aktigindan yagisin bitis ani olan 600. saniyeden

sonra da kanallarda akis bir stire devam etmisgtir.

Kanallarda meydana gelen en yuksek akis yukseklikleri ile bu yuksekliklere karsilik

gelen hiz ve debi, meydana gelis anlari ile birlikte Cizelge 3.3.’de verilmistir.

Cizelge 3.4. Kanallarda meydana gelen en yiiksek akig yikseklikleri

Kanal No. t Max h (m) u (m/s) Q (m3/s)
1 334 0,16 1,13 0,090
2 324 0,32 1,78 0,285
3 342 0,62 2,44 0,756
4 351 0,82 1,94 0,795
5 383 1,12 1,96 2,200
6 327 0,56 2,33 0,652
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Cizelge 3.4.’de goriulmekte oldugu Uzere 3, 4, 5 ve 6 numarali kanallarda
hesaplanilan su yuUksekligi 6nerilmis olan kanal yiksekliklerinden fazla

ctkmaktadir.

1, 2 ve 6 numarall kanallar sadece bacalarindan girmekte olan yagmur sularini
tasimaktadir. Diger kanallar ise kendi bacalarindan gelmekte olan yagmur
suyunun yani sira onlara diger bacalardan baglaniimis olan kanallarin getirdikliri
sulari da tagimaktadirlar. 3 numarali kanal kendi bacasindan gelmekte olan sular
ile birlikte 1 numaral kanalin tasidigi sulari, 4 numaral kanal kendi bacasindan
gelmekte olan sular ile birlikte 2 numarali kanalin tasidigi sulari, 5 numarali kanal
ise kendi bacasindan gelen sular ile birlikte 3 ve 4 numaral kanallarin tasidigi
yagmur sularini da tasimaktadir. 1 numaralli bacaya giren toplam 441,13 m? suyu
tasiyan kanal ornek sebekenin diginda kaldigindan bu kanal hesaplamalarin
disinda birakilmistir. Bu bakimdan tim kanallar birlikte, havzaya yagis suresinde
dusmis olan toplam 1.666,67 — 441,13 = 1.225,54 m® suyu tasimaktadirlar.
Cizelge 3.5.de yagis hidrograflari ve baglanti kanallara bagli olarak her bir
kanalin tagimasi gereken su miktarlari, benzetim sonucunda hesaplaniimig olan

su miktarlari ile birlikte karsilastirmal olarak verilmektedir.
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Cizelge 3.5. Karsilastirmal benzetim sonuglari

Kanal Bacadan Kanallardan A+B Benzetim (%) Hata
No. | gelen toplam | gelen toplam su | (m®) sonucu (|11-
su (m3) (m°) hesaplanan (m® | C/(A+B)|)
A B C
1 36,27 - 36,27 36,41 % 0,4
2 114,93 - 114,93 115,20 %0,2
3 265,40 36,27 301,67 301,23 %0,1
(kanal 1'den)
4 215,57 114,93 330,50 330,30 %0,1
(kanal 2'den)
5 333,80 632,17 965,97 969,32 %0,3
(kanal 3 ve
4'ten)
6 259,57 - 259,57 259,75 %0,1

Benzetim sonucu hesaplanan debi degerleri kanal sonlarindaki hiz ve yukseklik
degerlerinden elde edilmistir. Bu bakimdan benzetim sonucu hesaplanan olarak
verilen degerler kanallarin sonlarindan akan sularin toplami olarak dtsunulebilir.
Cizelge 3.5.de gorulmekte oldugu Uuzere elde edilmis benzetim sonuclari
kanallarin tagimasi gereken su miktarlari ile tutarhdir. Hatalar kiicuktir ve pratik

amagclar icin benzetimin sonuclari dogru olarak kabul edilebilir.

351 Kanallarda gdzlemlenen su yukseklikleri

Asagida, kanallarda suyun zaman igerisindeki ilerlemesini gosteren sekiller yer
almaktadir. Sekillerdeki dikey eksenler kanallar icerisindeki su yuksekliklerini
gostermektedir. Yatay eksenlerde ise kanal baslangicindan itibaren metre
cinsinden mesafeler ve saniye cinsinden zaman verilmektedir. Mesafeleri gosteren
eksenlerde verilmekte olan bu degerler, hesaplamalarin yapildigi konumsal

noktalara karsilik gelen sayilarin, Ax konumsal adim degerleri ile carpiimasi

67



sonucunda hesaplanmistir. Hesaplamalarda her kanal icin alinmis olan Ax
degerleri Cizelge 3.6."da verilmektedir. Farkli Ax’ler kararhligin saglanacagi
Courant sayilarini hesaplamak icin kullaniimis olup cizelgede verilmekte olan Ax

degerlerine karslilik gelen Courant sayilarinda kararli sonuclar elde edilebilmigtir.

Cizelge 3.6. Hesaplamalarda kullanilan Ax degerleri

Kanal No. Nokta sayisl AX (M)
1 33 2,95
2 15 4,75
3 18 4,90
4 22 4,89
5 18 5,01
6 21 4,94

Asagidaki sekillerde, zamana gore kanallardaki su seviyeleri gosteriimektedir.
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Sekil 3.5. Kanal 1'deki su seviyeleri
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Sekil 3.6. Kanal 2'deki su seviyeleri
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Sekil 3.7. Kanal 3’'deki su seviyeleri
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Sekil 3.8. Kanal 4’deki su seviyeleri
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Sekil 3.9. Kanal 5’deki su seviyeleri
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Sekil 3.10 Kanal 6’daki su seviyeleri

3.3.2 Courant sayisi etkisi

Asagidaki sekillerde Courant sayisinin kararlilik Gzerindeki etkisi gorulmektedir.
Burada 6rnek olarak 5 numarali kanal gosterilmektedir ve Courant sayisi Cr = 1,5
olarak alinmistir, kararl bir hesaplama yapmak icin ise Courant sayisi en fazla 1
olarak alinmalidir. Kararli olmayan hesaplamada (Cr = 1,5) ise suyun kanal

icerisindeki davranigi 127. saniyeye kadar gOsterilebilmigtir. 128. saniyede
hesaplanilan 2 ve u degerleri sonsuza gitmektedir.
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©
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Sekil 3.11 Kararh olmayan durum (Courant sayisi = 1,5) t = 25
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Sekil 3.12 Kararli olmayan durum (Courant sayisi = 1,5) t =50
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Sekil 3.13 Kararh olmayan durum (Courant sayisi = 1,5) t = 100
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Sekil 3.14 Kararh olmayan durum (Courant sayisi = 1,5) t = 120
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Sekil 3.15 Kararh olmayan durum (Courant sayisi = 1,5) t = 125
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Sekil 3.16 Kararh olmayan durum (Courant sayisi = 1,5) t = 127

73




4. SONUC
Bir yagmur suyu sebekesinin kanallarinda olasi yagis altinda olusacak akis

yuksekliklerinin  belirlenmesi problemi ele alinmistir. Problemin ¢6zimi icin
matematiksel modelleme yapiimigtir. Kanallarda suyun akisi Saint Venant
denklemleriyle ifade edilmistir. Elde edilen hiperbolik denklem sisteminin ¢ozUmu

icin MacCormack yontemine dayanan algoritma gelistirilmistir.

Onerilen yontemin performansini sergilemek icin sayisal benzetim yapilmigtir.
Benzetimde 6 kanaldan olusan bir 6rnek sebeke alinmistir. Kanallarin dikdértgen
kesitli olduklar kabul edilmigtir. Benzetimde, siddeti parabol seklinde olan ve 10
dakika siren bir yagmur modellenmistir. Ampirik formuller kullanilarak yagmur
suyunun bacalara giris debileri hesaplanmistir. Elde edilen degerler sinir

kosullarinin olusturulmasinda kullaniimistir.

Hesaplamalarda kanal yukseklikleri Gzerine bir sinirlandirma yapiimamistir. Her
hangi bir kanaldaki akis yiksekligi kanalin verilmis olan yiksekligini astiginda
program calismaya devam etmekte ve her zaman adiminda hesaplanilan akis
yuksekligi degerlerini kaydetmektedir. Benzetim sona erdikten sonra her bir kanal
icin kaydedilmis en yuksek akis yuksekliginden yola cikarak sebeke kanallar
yeniden boyutlandirilabilmektedir. Bu durum tagsma olmamasi icin kanallarin sahip

olmasi gereken yuksekliklerin hesaplanmasina imkan vermistir.

Yapilan test hesaplamalari algoritmanin dogru sonuclar verdigini gostermistir.
Benzetimlerden elde edilen sonuglarin teoriye uygun oldugu gdsterilmistir.
Benzetim calismalari sirasinda Courant sayisinin da kararl bir hesaplama yapmak
icin 6nemli oldugu goérulmistur. Kanallarda meydana gelen akimlarda kararlihgi

saglayabilmek i¢cin Courant sayisi tim durumlar i¢in en fazla 1 olarak alinmistir.

Onerilen algoritmaya dayanarak kanal yataklari belirlenmis bir sebekede kanallarin
yukseklikleri hesaplanabilir. Algoritma mevcut bir sebekede verilen bir yagis
altinda tasma olup olmayacaginin belirlenmesinde, kanallardaki akis

yuksekliklerinin hesaplanmasinda da basariyla kullanilabilir.

74



KAYNAKLAR L ISTESI

[1]
[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

CHOW, Ven T., Open-channel hydraulics, McGraw-Hill, Inc., 698p, 1959.

RICHTMYER, R. D. and MORTON, K. W., Difference methods for initial value
problems, Wiley-Interscience, 405p, 1967.

OVERTON, Donald E. and MEADOWS Michael E., Stormwater modeling,
Academic Press-NY, 358p, 1976.

TENNEKES, H., LUMLEY, J. L., A first course in turbulence, MIT Press,
390p, 1983.

FLETCHER, C. A. J., Computational techniques for fluid dynamics I,
Springer-Verlag, 401p, 1991.

WILCOX, David C, Turbulence modelling for CFD, DCW Industries Inc.,
477p,1993.

ANDERSON, Jhon D., Computational fluid dynamics the basics with
applications, McGraw-Hill, Inc., 563p, 1995.

VERSLEEG H. K, MALALASEKERA W., Introduction to computational fluid

dynamics: the finite volume method, Longman, 267p, 1995.

CROSSLEY, Amanda J., Accurate and efficient numerical solutions for the
Saint Venant equations of open channel flow, Ph.D. thesis, University of
Nottingham, Nottingham, U.K., 243 p, 1999.

[10] LOMAX, Harvard, PULLIAM, Thomas H. And ZINGG David W.,

Fundamentals of computational fluid dynamics, University of Toronto
Press, 276p, 1999.

[11] TINGSANCHALI, T. and RATTANAPITIKON, W., 2-D Modelling of dambreak

wave propagation on initially dry bed, Thammasat International Journal of

Scinece and Technology, vol.4, no.3, p.28-37, 1999.

75



[12] TSENG, M.H. and CHU, C. R., Two dimensional shallow water flow
simulation using TVD-MacCormack scheme, Journal of Hydraulic
Research, vol.38, no.2, p.123-131, 2000.

[13] BAYAZIT, Mehmetcik, Hidroloji, Birsen Yayinevi, 400s, 2001.

[14] CHOI, S. and PAIK. J., Performance test of high resolution schemes for 1D
dam break problem, KSCE Journal of Civil Engineering, vol.5, no.3,
p.2?3-280, 2001.

[15] USUL, Nurlnnisa, Engineering Hydrology, Metu Press, 404p, 2001.

[16] WESSELING, Pieter, Principles of computational fluid dynamics, Springer,
660p, 2001.

[17] LEVEQUE, Randall J., Finite volume methods for hyperbolic problems,
Cambridge University Press, 580p, 2004.

[18] BLAZEK, J., Computational fluid dynamics: principles and applications,
Elsevier-Ltd., 470p, 2005.

[19] ALDRIGHETTI, Elisa, Computational hydraulic techniques for the Saint
Venant equations in arbitrarily shaped geometry, Ph.D. thesis, University
of Trento, Trento, Italy, p.125, 2007.

[20] LIANG, D., LIN, B. and FALCONER, R. A., A boundary-fitted numerical
model for flood routing with shock-capturing capability, Journal of
Hydrology, vol.332, no.1, p.447-486, 2007.

[21] SALLE, A., FEDKIW, R., KIM, B., LIU, Y and ROSSIGNAC J., An
unconditionally stable MacCormack method, Journal of Scientific
Computing, vol.35, no.2, p.350-371, 2008.

76



EKLER

Ek 1. Kaynak kodu

77



